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1 Uvod

1.1 Cile

Uvedeny modul prohlubuje znalosti v oblasti fyziky, ktera se zabyva kmitanim.
Studenti se seznami s volnym kmitanim netlumenym a tlumeny, vynucenym
kmitanim a sklddanim kmitt.

1.2 Pozadované znalosti

U studentii se pozaduji znalosti fyzikalnich pojmil na urovni gymnazia. Také z
matematiky je potfebnd znalost Upravy vztahl, kterd odpovidd rozsahu
gymnazia a také derivaci, integraci a operaci s goniometrickymi funkcemi.
Vhodna je také znalost z fyzikalni oblasti kmiténi.

1.3  Doba potiebna ke studiu

Modul je tvofen Sestnacti kapitolami.

Pfi studiu jde pfedevs§im o pochopeni zdkladniho smyslu uvddéného uciva,
pochopeni jeho struktury a postupného osvojeni pii cvi¢eni nebo konzultacich.

14 Klicova slova

Kmiténi, volné kmity, nucené resp. vynucené kmity, tlumené kmity, linearni
harmonicky oscilator, perioda, frekvence, thlova frekvence, faze, pocatecni
faze, koeficient tlumeni, kmit, kyv, matematické kyvadlo, fyzické kyvadlo,
rezonance,






2 Volné harmonické kmity

Mnoho objekti vibruje nebo osciluje - téleso na konci pruziny, ladicka, svétlo
majaku, kyvadlo, struna kytary ¢i piana. Pavouk citi vibrace pavuciny s
lapenou kofisti. Auto vibruje, kdyZ jede po nerovném povrchu, stavby a mosty
vibruji pfi prejezdu tézkého auta Ci pii silném vétru. Neméné vyznamné
oscilace jsou v elektrotechnice u radia, televize, monitord a dalSich
elektrickych zafizeni. Atomy v molekulach pevnych latek kmitaji okolo
relativné pevné polohy. Dale se budeme zabyvat idealizovanym kmitdnim.
Budeme rozliSovat kmitani tlumené a netlumené.

2.1 Teorie

Kmitanim (oscilaci) nazyvame pohyb hmotného bodu do konecné vzdalenosti
Um Okolo rovnovazné polohy (obr. 9.1). Volné kmitani je takové kmitani, které
neni neustale buzeno vnéjsi silou. Pokud je pohyb bodu pravidelny, jedna se o
déj periodicky. Zvlastnim casto se vyskytujicim periodickym pohybem je
pohyb harmonicky, ktery mizeme popsat goniometrickou funkci kosinus
(sinus).

-4 —+

obr. 2.1 Kmitani hmotného bodu.

Vychylkou harmonického pohybu hmotného bodu nazyvadme vzdalenost tohoto
bodu od rovnovazné polohy. Vychylku u harmonického pohybu miiZeme jako
funkci Casu t popsat rovnici

u(t) =u, -cos(e-t+¢) , (2.1)

kde um je amplituda (maximalni vychylka), ® = w-t+ ¢ je faze, w je thlova
frekvence a ¢ je pocatecni faze. Za kmitem povazujeme pohyb z maximalni
vychylky um pfes rovnovaznou polohu do minimalni vychylky -um a zp&t do
maximalni vychylky um. Cas trvani jednoho kmitu udava perioda T. Kyv je
polovina kmitu. Frekvenci f pak nazyvame pocet kmitli za jednotku casu.



Protoze funkce kosinus a sinus se daji vyjadfit analogickym zplsobem, miize
byt vychylka bodu dle (2.1) vyjadiena

u(t) =u, -cos(w-t+¢)=u, ~sin(w-t+¢—72[]:um sin(o-t+o,) . (2.2)
Vztah mezi periodou T [s] a frekvenci f [Hz] je dan rovnici
1 1
f=""atedy T="".
7 atedy T=1 (2.3)

Protoze vychylka harmonického pohybu se opakuje po jednom kmitu plati

u)=u(t+T) atedy po dosazeni do (2.1) dostaneme

u, -cos(w-t+¢)=u, -coslw-(t+T)+e] . (2.4)
Protoze funkce kosinus ma periodu 2-m, pro thlovou frekvenci o [s™!] plati
w=2-7-f atedy a):z_i_ﬂ. (2.5)

Rychlost v(t) télesa vykonavajici harmonicky pohyb je dana vztahem

v(t) = dl:jit) =—u, -o-sin(w-t+)=-v, -sin(o-t+p), (2.6)
kde vm je amplituda rychlosti (maximalni rychlost) [m-s]. Obdobné& jako
rychlost vyjadiime zrychleni harmonického pohybu vztahem

2
a(t) = v _d uz(t) =—u, -’ -cos(w-t+¢@)=—a, -cos(w-t+p)
dt dt (2.7)

a(t)=-o®-u(t) ,

kde am je amplituda zrychleni (maximalni zrychleni) [m-s?].

Kontrolni otazky
Jaky je rozdil mezi pojmy faze a pocatecni faze?
Jaky je rozdil mezi frekvenci a uhlovou frekvenci?
Kolik kyvii obsahuje jeden kmit?

Piiklad 2.1

Hmotny bod je zavesen na nehmotné niti. Pri vychyleni z rovnovazné polohy
zacne kmitat tak, Ze se do pocatecni polohy dostane za 2 s. Predpokladejme,
Ze kmitani je harmonické. Jaka je perioda kmitani, frekvence a uhlova
frekvence?

ReSeni
Protoze kmit trva dobu jedné periody je T = 2 s.
Frekvenci kmitii f vypocteme z ( 2.3)




(121 osmn
25S

Rovnice ( 2.5) umoznuje vyjadrit wihlovou frekvenci

—

2'72' 272' Kl -1
w=——=,—"=nxrad-s” resp. o=7S".

T (29

Perioda kmitii je 2 s, frekvence je 0,5 Hz a uihlova frekvence je s™.

Priklad 2.2
Vypoctéte periodu, rychlost a zrychleni pohybu hmotného bodu, ktery je

popsdn rovnici u(t) = (0,06 m)- cos{(l,S T s'l)-t + i : n}. @

ReSeni
Rychlost hmotného bodu vypocteme derivaci vychylky podle casu
v(t) = dl:j?) =—(0,06 m)- (1,5 T s'1)~ sin [(1,5 T s'1)~t + 2 7Z':|

v(t) =—(0,09- 7 m -s'l)-sin[(1,5 st +§n}

a zrychleni derivaci rychlosti

a(t) = d\éit) = —(0,09 rm -s'l)~ (1,5~7zs'1)~ cos[(1,5~;zs'1)~t +§~7z}

a(t) =—(0,135- 7% m -s'z)-sin[(l,S-ns'l)-t +§7r} .

Perioda kmitijez (25) T = 2% = 2% %1335,
w

(L5-7zs*) 3

0.06 04[ 15

utm arme?

vimg'| 10

003} 02

05

-0.5

-003 02

-008t 04t 15

obr. 2.2 Pritbéh vychylky u, rychlosti v a zrychleni a ve 3 perioddch.
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Piiklad 2.3

Teleso kona harmonické kmity, jejichz perioda je 6 s, na pocatku ma
@ maximalni vychylku. Za jakou dobu od pocatku pohybu je vychylka rovna
poloviné amplitudy vychylky?

ReSeni

V souladu s textem si oznacme T = 2 s. Jelikoz pocatecni vychylka je
maximalni dle (2.1) bude ¢ = 0, protoze

u(0s) =u, =u, -cos[w-(0s)+¢]=u, -cos(p) tedy cos(p)=1.
V hledaném okamziku tn bude vychylka u(t, )= u2m pak dosazenim do (2.1)

dostaneme uft, )= uz”‘ =u,, -cos(w-t,).

ziskame rovnici

Odtud s pouzitim rovnice ( 2.5) w =

cos 2l-th :ltj. t, =arccos T :E.(BS):ls.
T 2 2) 27 3 2-x

Polovicni amplitudy dosahne kmitani v dobé 1 s od pocatku.
2.2 Autotest

A 1 Napiste vztah pro vychylku harmonického kmitavého pohybu a uvedte
vyznam jednotlivych velicin.

A 2 Uved'te rozdil mezi fazi a pocatecni fazi.

A 3 Jak se lisi frekvence a uhlova frekvence?

A 4 Lze tentyZ harmonicky kmitavy pohyb popsat funkci kosinus i sinus?

2.3  Shrnuti

Vychylka kmitavého harmonického pohybu je

u(t) =u,, -cos(@-t+¢) .

Perioda, frekvence a thlova frekvence kmitani jsou ve vztahu

T::::'a w=2-7-f .

Rychlost a zrychleni kmitavého harmonického pohybu je

v(t) :dl:jit):—vm -sin(@-t + )

a =010 _ o cos(ort )= ) 07




3 Linearni harmonicky oscilator

3.1 Teorie

Jednoduchou formou periodického pohybu je pohyb télesa, které je nahrazeno
hmotnym bodem uchycenym na konci vinuté pruziny (obr. 3.1). Elasticka sila
Fp [N] ptsobici na pruzinu je dana vztahem

Fp:_k'ui (3.1)

kde k je tuhost pruziny [N-m™] a u je vychylka z rovnovazné polohy [m].
Poddajnost ¢ [m-N] je pfevracena hodnota tuhosti

1
C=—. 32
5 (32)
Pouzitim Newtonova pohybového zakona dostaneme rovnici

d’u
Fp =m-a=m- P
kde a je zrychleni [m-s?2], m hmotnost hmotného bodu [Kg]. Spojenim rovnic
(3.1) a ( 3.3) vznikne homogenni diferencialni rovnice druhého fadu s
konstantnimi koeficienty

(3.3)

d?u d?u k
m-——+k-u=0resp. ——+—-u=0, 3.4
dt? P dt> m (34)
ktera je analogicka s rovnici
du
—+w°-u=0. 3.5
o2 (3.5)

obr. 3.1 Linearni harmonicky oscilator.
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Rovnice ( 3.5) je Castou rovnici pro feSeni netlumeného kmitani. Porovnanim
rovnic ( 3.4) a ( 3.5) dostaneme thlovou frekvenci

k
0= (3.6)

Vychylku pohybu dostaneme feSenim rovnice ( 3.4) ve tvaru
ut)=u, -cos(\/g-t + goJ resp. u(t) =u,, -cos(w-t+¢) , (3.7)

kde um je amplituda [m], ¢ je pocateéni faze [rad], @ je uhlova frekvence [s™] a
t je cas [s].

Rychlost kmitavého pohybu pruziny dostaneme derivaci vychylky ( 2.6) dle
casu

v(t) = dléit) =-U_ -\/E-sin(\/g't +¢J =-V, -sin(\/gi + goj (3.8)

a zrychleni ( 2.7) derivaci rychlosti dle casu

a(t)=m=—um ~k-COS(\/?-t+go]:—am 'COS(\/?-'H-(D]
dt m m m

tj. a(t) =—:1-u(t) ,

(3.9)

Kontrolni otazky

) Které parametry (veliciny) ovliviuji  frekvenci kmitani linearniho
netlumeného harmonického oscilatoru?

Jaka je rychlost a zrychleni v okamzicich, kdy je vychylka maximalni,
nulova ¢i minimalni?

Piiklad 3.1

Pruzina se pri zatizeni 0,3 kg stlaci o 150 mm. Pruzinu jsme s timto zdvazim
vychylili o 100 mm z rovnovadzné polohy a pustili. Urcete tuhost pruZiny,
uhlovou frekvenci, maximalni rychlost a maximalni zrychleni.

ReSeni
V souladu s obr. 3.1 oznacme vSechny pouzité veliciny v zdkladnich
jednotkach SI — u1=0,15m, m = 0,3 kg, um = 0,1 m. Tihové zrychleni
budeme uvazovat g = 9,81 m-s2.

Tuhost pruziny vypocteme z (3.1)




k :E: m-g_ (O'3kg)'(9,81m-s'2)

=19,6 N-m™.
u oy (015m)

Uhlovou frekvenci ziskame z ( 3.7)

-1
m (0,3kg)

Rovnice ( 2.6) ndam umoznuje vypocitat maximalni rychlost
V, =U,-@=(01m)-(8,1s)=081m-s™.

Maximalni zrychleni vypocteme z ( 2.7)
a, =u,-o’ =(01m)-[8,1s*f =6,6m-s?.

Tuhost pruziny je 19,6 N-m™, iihlova firekvence 8,1 s, maximalni rychlost
0,81 m-s a maximalni zrychleni 6,6 m-s2.

Na obr. 3.2 jsou v grafu vyneseny pritbehy vychylky u(t), rychlosti v(t) a
zrychleni a(t). Kazda krivka ma viastni svislou osu (u — vychylka, v -
rychlost, a - zrychleni). Perioda kmitani z ( 2.5) je

2-r_ 2z

T=""= ~0,78s.
10} iS,ls'li

010 107 10

vims Ty

A
Fi \/
gos5t 05 5 i
ams? ||/ / 1
! 3

005|051 5|

010t 10t 10

0 05 1.0

019 038 058 078

tis

obr. 3.2 Priibeh vychylky, rychlosti a zrychleni

V' grafu jsou navic vyznaceny casové okamZiky 120,198, 520,393,

i-T ~0,58s a T =0,78s.

Piiklad 3.2

Téleso o hmotnosti 1,5 kg je zavéseno na pruziné o tuhosti 600 N-m™. V case
t = 0 s byla pruzina napnuta a pusténa. V case 30 ms byla rychlost pohybu
telesa 35 mm-s. Urcete amplitudu kmitani a vychylku v uvedeném case.

-13(68) -



ReSeni
V souladu s obr. 3.1 oznacme vSechny pouzité veliciny v zdkladnich
jednotkdch SI —m = 1,5 kg, k = 600 N-m™, t1 = 0,03 s, vi=v(ty)= 0,1 m-sL.
Protoze v pocatecnim stavu byla pruzZina napnuta maximalni amplitudou
dostaneme pocdatecni fazi dle ( 3.7) ¢ = 0.

Rychlost pohybu télesa je dana rovnici ( 3.8)

v(t)=-u, - F-sin \Fi a amplituda u, =- Vi :
Im m k Sin( k j

2t
m 1

m

(01m-s)

600N-m*) . 600N-m™
/[(15kg)j -sm{ T i5kg) ~(0,035)}

Vychylka v ¢ase t1 = 0,03 s bude dle ( 3.7)

u(t,)=u, -cos( F-tl +go]
\'m

u(0,03) = (8,85-10° m)- cos{

u, =— ~8,85-10° m..

600 N-m™

(L5kg)

Amplituda kmitani je 8,85 mm a vychylka v case 30 ms je 7,3 mm.

-(0,033)} =7,3-10°%m

3.2 Autotest

A 5 Jak ur¢ite tuhost pruziny?

3.3  Shrnuti

Sila od pruziny je

F,=-k-u.
Diferencidlni rovnice vyjadiujici vychylku harmonického netlumeného kmitani
je

o%u

72 +w 2 U= 0 .
Uhlova frekvence linearniho harmonického oscilatoru tvofeného pruzinou a
hmotnym bodem




4 Energie harmonickych kmitia

41 Teorie

Pro mechanickou energii harmonického linearniho netlumeného oscilatoru
plati zdkon zachovani mechanické energie m

E=E.,+E, . (4.1)

kde Epp je potencialni energie pruziny [J] a Ek je kineticka energie [J].
Potencialni energie pruziny je dana rovnici

1
Epp = k-U® (4.2)
2
a kinetick4 energie rovnici
1 1 (du)’
Ex=—-m-vi=—-m-|—| . 4.3
K2 2 [dtj (43)
E=l
2
E:E-m-v
1
E=*’k-—u2
5 KW
E:E.k.ug}
- 2

u=0

obr. 4.1 Energie linearniho harmonického oscilatoru ve vybranych polohach.

Dosazenim rovnic ( 4.2) a ( 4.3) do rovnice ( 10.6) dostaneme

1 1 1 1
E="-k-u?+=-m-v?resp. E=""-k-u?(t)+=-m-va(t) . 4.4
> > p > (t) > (t) (4.4)

-15(68) -



Protoze v krajnich polohach, tj. maximdlni natazeni ¢i stlaceni pruziny, je
rychlost nulova, je celkova energie rovna potencialni (elastické) energii
pruziny. V rovnovazné poloze je naopak maximalni rychlost a celkova energie
je rovna kinetické energii (obr. 4.1). Dostaneme rovnici

E=£k-u2+£m-vzzl-k-u§,zl-m-vﬁ], (45)
2 2 2 2
ze které vyjadiime vztah mezi maximalni vychylkou a maximalni rychlosti, tj.
v,i:h-u;:a)z-uri. (4.6)
m

Vyjadienim zavislosti rychlosti v na vychylce u z rovnic ( 4.5) a ( 4.6)

dostaneme
2
V=v, - 1{“} _ (4.7)

Kontrolni otazky

Proc se zavazi upevnéné na pruziné pohybuje stejné (pri stejné maximalni
vychylce z rovnovazné polohy), at je umisténo vodorovné (obr. 3.1) nebo
poveseno?

Priklad 4.1

Linedrni harmonicky oscilator (0br. 9.1) obsahuje téleso o hmotnosti 0,3 kg
a pruzinu, ktera se pri zatizeni timto zdvazim stlaci o 0,15 m. Pruzinu jsme s
timto zavazim vychylili o 100 mm z rovnovazné polohy a pustili. Urcete
prubeh kinetické a potencidalni energie.

Reseni
V souladu s obr. 3.1 oznacme vsechny pouzité veliciny v zdkladnich
jednotkdch SI — u1=0,15m, m = 0,3 kg, um = 0,1 m. Tihové zrychleni
budeme uvazovat g = 9,81 m-s.

Tuhost pruziny z (3.1) je k = 19,6 N-m™ a whlova frekvence z ( 3.7) je @ =
8,1s™.

Zavazi bude kmitat dle (2.1)
u(t) =u,, -cos(w-t+¢)=(01m)-cos|(81s*)-t]

s rychlosti dle ( 2.6)
V(t) = —u, -o-sin(o-t+¢)=—(01m)- (8,15'1)-sin [(8,15'1)-t]
v(t) = —(0,81 m -s'l)- sin [(8,13'1)- t]

Kineticka energie je dana ((4.3)




.m-v =%-m-[—um 'G)'Sin(w't+¢)]2

E, (t)=7-(03kg) L (081m-s)-sin[81s?)-t]f
E(t)=(0,098kg-m?-s?)-sin?[.1s)-1]

Potencialni energie pruziny vychazi z ( 4.2)

Eonlt)= S k-u? =Lk [u, -cos(w-t + o)

2
19,6 N-m*)-{0.1m)-cos|B.15*)-t]"

NI N -

EPP(t):
E,o(t)= (0,098 N-m)-cos?[B1s*)-1]

Celkovou energii miizeme dle ( 4.5) vypocitat napr.

1 1 .
E==-k-u?==-(19,6N-m™).(01m)* =0,098J
2 2
0.1 4 £ ! ! I | -~
E/J ] AN e RN |
opad{ | FAR | £l R
1 P Bi I} : \ Lo oy |
0,08 4 \.\ : f | \. I N .I 1 '\ |
. | \ | \
007 4 l‘ | “f Epp [ ' , | .‘, ‘ ‘I. |
\ | / | Vo | / \ \ I
05 N I Lo [ ' . Lo
0oe .\ ; | ¥, | \. : : ; } 1 \. : |
S8 RS SR R S R S SR S
“\ | 1\ ). h I
0,03 : \ | ro ! . \' | 1} [ | '. \- |
I . .\ | ‘.f : \. : .} | \. I
002 . : ! I Vo ! | : |
; Vo | Voo | v
ootd{ \ 7 | v d ‘ 3
vy N Lo | \ |
. L R WS s \_!JI
0 0,195 039 0,585 078 tls 0575

obr. 4.2 Pribéh celkové energie E, kinetické energie Ex a potencidlni
energie Epp V zdvislosti na c¢ase (popis vodorovné osy je ve vyznacnych

.1 2 3 4 ]
bodechtj. =, =, — a — period
a2 P y)

Prubéh kinetické energie linearniho harmonického oscildatoru v zavislosti na
case je dan rovnici E,(t)= (0,098 kg -m? -S'Z)-Sinz[(&ls'l)-t] a pribeh
potencidlni energie E,p(t)=(0,098 N-m)-cos’ [(8,18'1)-t]. Celkova energie
je konstantni E = 0,098 J.
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Piiklad 4.2

, Tezisté telesa kona harmonicky pohyb popsany rovnici u(t) =u, -cos(a) . t).
Urcete pomer kinetické a potencialni energie a pomeér potencialni energie k

. . , Lo 1 :
celkové energii v casové okamZiku 5 periody.
ReSeni

S e T
V souladu s textem oznacme vsechny pouzité veliciny — t, = 5

Pomeér kinetické ( 4.3) a potencialni ( 4.2) energie s pouzitim rovnice pro
vychylku (2.1) arychlost( 2.6) vyjddrime

B (t)

Een(t)

1 .
m-v? Z.m-[-u, e-sin(e-t)
_2 =M o2 tg¥(w-t)

k-u? ;k-[um-cos(a)-t)]2 K

N RN

Ddle pouzijeme rovnice ( 3.6) @° = K a(25) o= 2_|_7T a dostaneme
m

EEPKP((tt)) —tg(w-t)= tgz(zgr-t} = tg{zf(;ﬂ = tgz(zj =3.

Pomeér potencidlni a celkové energie je dan pomérem rovnic(4.2) a (4.5)

E.k.u2 2

Ecp _2 _ |:um -COS(a)-t)} _ COSZ(M'tJ
1 T
2

u

m

1
V case 5 periody je pomer kinetické a potencialni energie 3:1 a 25 %

potencialni energie z celkove.

4.2  Autotest

A 6 Jaka je maximalni energie pii harmonickém netlumeném kmitani?

4.3  Shrnuti

Celkova energie harmonickych kmitl je konstantni a v pribchu kmitani se
Z méni ¢ast kinetické energie v potencialni energii pruziny a naopak

E=£k-u2+£m-v2 :
2 2




3) Matematické a fyzické kyvadlo

5.1 Teorie

Jednoduché kyvadlo (matematické) je tvofeno hmotnym bodem zavéSenym na
nehmotné niti (obr. 5.1 vlevo). Fyzické kyvadlo tvofi t€leso, které se mize v
(obr. 5.1 vpravo). Pro dalsi vypocty budeme uvazovat pohyb bez tfeni a
odporovych sil. Tihové zrychleni je konstantni.

obr. 5.1 Rozklad sil u matematického a fyzického kyvadla.

Sila ve sméru pohybu u matematického kyvadla (te¢ny ke kruznici tvofici
drahu kyvadla) F: je dana sou¢inem hmotnosti m a teéného zrychleni a. dle
rovnice

2
FT:m-aT:m-I-g:m-I-dwz—m-g-singo. (5.1)

dt?
Symbol g oznauje tihové zrychleni, jehoz hodnotu obvykle uvazujeme
9,81 m-s%. Rozklad sil je patrny z obr. 5.1 vlevo. Poznamenejme, Ze ve sméru
normadly je sila v niti FL rovna sloZce tihového zrychleni do sméru normaly t;.

F,=m-g-cose . (5.2)

Rovnici ( 5.1) miizeme upravit do diferencialni rovnice druhého tadu

2
® 9 _.

+=-sinp=0. 5.3
o| 4 (53)

Pro malé vychylky (do 5° muzeme uvazovat sing=¢. Uhel ¢ je nutné

odsazovat v radianech. Aplikaci na rovnici ( 5.3) dostaneme homogenni
linearni diferencialni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty
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d’¢ g
9.0-0. 5.4
dt2+l 4 (5.4)

Porovnanim s rovnici ( 3.4) dostaneme uhlovou frekvenci kmitani » a z ni
periodu kmitani T

o= 19 aT=2.7 |1 (5.5)

'l g

Dle rovnice (5.5) je perioda kmiti T [S] uréena délkou zavésu | [m] a velikosti
tihového zrychleni g [m/s?], tedy nezavisi na hmotnosti télesa m [Kg].

Moment sily M [N'm] u fyzického kyvadla je roven soucinu momentu
setrvacnosti télesa J [kg-m?] a (thlového zrychleni ¢ [s] (dle obr. 5.1 vpravo)

d? . .
M:J-g:J-dtgo:—Fg-smgo-b:—m-g-b-sm(p, (5.6)

kde b [m] je vzdalenost mezi té€zistém T a osou otaceni O (obr. 5.1 vpravo)

Upravou rovnice ( 5.6) dostaneme linearni homogenni diferencialni rovnici
druhého tadu

d’¢ m-g-b d’¢ m-g-b

—+ +———0=0 5.7

dt’ dt? 3 7 (57)
Porovnanim s rovnici ( 3.5) dostaneme pro thlovou frekvenci a periodu
fyzického kyvadla vztah

sinp=0 resp.

m-g-b aT=2x- !
J m-g-b

=

(5.8)
Pouzijeme-li pro vypodet momentu setrvacnosti télesa J [kg-m?] hmotnost
fyzického kyvadla m [kg] a redukovanou délku Lr [M]

J=m-L} (5.9)

dostaneme periodu kmitti ve tvaru

2
T=2.7Z'. m LR :2.7[. LR (510)
m-g-b \J9-b

Poznamenejme, Ze redukovand délka kyvadla je délka, kterou by meélo
matematické kyvadlo se stejnou hmotnosti a se stejnou dobou kmitu jako
fyzické kyvadlo s uvedenym momentem setrvacnosti.

Kontrolni otazky
Jakym zpiisobem nahradime fyzické kyvadlo matematickym?

Jak velké mohou byt vychylky u fyzickeho kyvadla, abychom pro vypocet
mohli pouzit rovnici ( 5.8)?

Zavisi perioda kmitani matematického kyvadla na hmotnosti?




Piiklad 5.1

Hmotny bod o hmotnosti 0,2 kg zaveseny na nehmotné niti délky 0,9 m @

vychylime o 1° a pustime. S jakou periodou bude bod kmitat okolo
rovnovazné polohy?

ReSeni

jednotkach SI —m = 0,2 kg, | = 0,9 m. Tihové zrychleni budeme uvazovat

V souladu s obr. 5.1 oznacme vSechny pouzité veliciny v zdkladnich
g=981ms2

Dle(5.5) vypocteme periodu kmitit

I 0,9m
T=27-|—=2-71- : =19s
\' g \ (9,81m-s?)

Bod bude kmitat s periodou 1,9 s.

Priklad 5.2

Homogenni ty¢ délky 1,2 m vykonava malé kmity ve svislé roviné kolem osy,
ktera prochazi jednim koncem. Vypoctéte periodu kmitu a redukovanou
délku. Tihové zrychleni uvazujme 9,81 m-s™

ReSeni

‘/ V souladu s textem, soustavou S| a obr. 5.2 oznacéme — L = b = 1,2 m,
g=981 m-s™.

l'd\—i

dx

-
L7
'X

obr. 5.2 Kmitdni tyce

Pro vypocet pouzijeme vztah (5.8)

J P J
\mgb mg|_

T=2-x-
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Moment setrvacnosti vypocteme z definicniho vztahu a dle obr. 5.2

L 37t 2
J zsz-dm:m-sz-dX:m- LA L L . Zde mjedélkovdhustota.
L 3 L |3, 3 L

Dosazenim do predchoziho vztahu pro periodu fyzického kyvadla dostaneme

Redukovana délka kyvadla bude dle (5.9)

m- L2
A [3)_ L (@L2m)
LR_\E_\ i el ~0,69m.

Perioda kmitii tyce je 1,27 s a redukovana délka 0,69 m.

5.2 Autotest

A 7 Jakéd podminka musi byt splnéna, aby matematické nebo fyzické kyvadlo
konalo harmonické kmity?

A 8 Lze pomoci matematického kyvadla métit tthové zrychleni?

A 9 Lze pomoci vztahu pro fyzické kyvadlo vypoéitat periodu matematického

kyvadla?

5.3 Shrnuti

Matematické a fyzické kyvadlo kmitaji harmonickym pohybem v piipade, ze
vychylka kmitd je mala (do 5°).

Periodu kmitlh matematického kyvadla (hmotny bod zavéSen na nehmotné niti)

muzeme vypocitat
T2l
g

T=2-7-

u fyzického kyvadla

m-g-b’




6 Tlumené kmity

6.1 Teorie

Pti kmitavém pohybu skutecnych téles ptlisobi sily prostfedi proti pohybu télesa
a vznika tzv. tlumené kmitani. Pro jednoduchost budeme uvazovat
mechanickou soustavu (obr. 6.1) sestavajici se z té€lesa m upevnéného na
pruzing o tuhosti k (netlumené kmitani) a tlumic¢ s koeficientem tlumeni b.

obr. 6.1 Schéma tlumené mechanické soustavy.

Dostaneme soustavu, na kterou budou pii kmitani kromé tihové sily plsobit
sila od pruziny dle ( 9.12) a sila tlumeni, ktera je obvykle zavisla na rychlosti v
a koeficient tlumeni b [N-s-m™] dle

du

E=—Db-v=-bh-—. 6.1
b i (6.0

Z pohybové rovnice musi platit, ze
F=F +F =-k-u-b-v=m-a, . (6.2)

Upravou ( 6.2) a dosazenim soucinitele tlumeni & = > a vlastni uhlova
-m

frekvence w, = \F dostaneme
m

2
2tf+2~5-‘3;:+w§-u=o, (6.3)

Homogenni linearni diferencidlni rovnice druhého tadu s konstantnimi
koeficienty ma obecné feseni ve tvaru

u(t) = ch -exp(ey -t) , (6.4)

kde koeficienty « dostaneme a,, =—5+./6% - .
Pti feseni tlumeného kmitdni mohou nastat tii piipady

- 0> wo — kdy je velké tlumeni a mala hodnota vlastni frekvence — pohyb
aperiodicky nebo-li s nadkritickym tlumenim. ReSenim je rovnice

™
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u(t)=e -[cl S S e )‘j , (6.5)

- 0= ap — jednd se o mezni pripad aperiodického pohybu tzv. s kritickym
tlumenim. ReSeni je dano rovnici

ut)=e*-(C,+C,-t) , (6.6)

- 0 < wp > kdy kmitajici soustava ma relativné malé tlumeni tzv. podkritické.
Vysledkem fteseni diferencialni rovnice jsou komplexni, které Ize prevést na
sou¢in harmonické funkce a exponencialniho tlumeni

ut)=U, -e™" -cos(\/a)é -5° -t+(o):Uh e . cos(w, -t+ ) . (6.7)

Z rovnice ( 6.7) vyplyva, Ze tihlova frekvence tlumeného kmitani e je mensi
nez uhlova frekvence netlumeného kmitani ay. Plati tedy

wioot= K (D)
@, =-|o; —0 _\E (Z-mJ : (6.8)

Rovnice ( 6.7) ukazuje, ze amplituda U; se s ¢asem exponencialné zmenSuje.
Tedy pro kazdou nasledujici amplitudu plati

U@ u,-e™

UE+T,) u,-e?®T

r=exp(s-T,) (6.9)

a tento pomér A se nazyva utlum. Logaritmovanim rovnice ( 6.9) dostaneme
hodnotu nazvanou logaritmicky dekrement Gtlumu

A=Ihi=5T, . (6.10)

Kontrolni otazky
V jakém pripadé tlumeni budou vyslednym pohybem harmonické kmity?

Meéni tlumeni frekvenci tlumenych kmitii?

Piiklad 6.1

Perioda tlumenych kmitii je 5 s. Logaritmicky dekrement utlumu je 0,8.
Maximalni amplituda v ¢ase 0 s byla 0,2 m. Napiste rovnici tlumenych kmitii
a nakreslete casové rozvinuti pohybu v rozmezi ctyr period.

ReSeni
Oznacme vSechny pouZzité veliciny v zakladnich jednotkach SI — Tt = 5's,
A=0,8.Uc=0,2m.
Dle (6.10) urcime soucinitel tiumeni
A_08
T, (5s)
Uhlova frekvence tlumenych kmitii bude dle ( 2.5)

0= =0,16s™.




w_2-7z_2~7z
T, (5s

1

126s*

N—"

Vychylka kmitii bude vypocitina z rovnice ( 6.7)
ut)=U, - -cos(w, -t + @)= (0,2m)-e 01k cos|(1,265)-]

02

T
U/m

01

o
]

-0

70201 5 10 15 20
tfs

obr. 6.2 Casovy priibéh vychylky thumenych kmiti.

Vysledny pohyb je zobrazen na obr. 6.2 a je ddn rovnici tlumeného kmitdni
u(t) =(0,2m)-exp|- (0,16s)-t- cos|(1,255)-t]

6.2  Autotest

A 10 Jaky je prubéh vychylky tlumenych harmonickych kmitt na ¢ase?

6.3  Shrnuti

Vychylka tlumeného harmonického kmitani je popsdna soufinem Z
exponencialni funkce (tlumeni) a harmonické funkce (kosinus)

2
d—g+2-5-d—u+a)§-u:0 :
dt dt

Harmonické tlumené kmity jsou v piipadé, 2 & < an. Uhlova frekvence

tlumeného kmitani je
2 2
O, =.\|wy —5° .

Logaritmicky dekrement utlumu je logaritmus utlumu, tj. poméru dvou
nasledujicich amplitud

A=InA=06-T,
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7 Vynucené kmity

7.1 Teorie

Kmita-li oscilator v prostfedi, kde se vyskytuji odporové sily, jsou jeho kmity
tlumené. Abychom udrzeli oscildtor kmitat, musime na néj plsobit vnéjsi
periodickou silou Fq

F, =F,-cos(Q-t), (7.1)
kde Fq je amplituda budici sily [N], Q je uhlovy kmitocet budici sily [s7].

Pohybova rovnice pak dostane tvar

m-a=F +F +F,, (7.2)
tedy
d?u du
m-———=-k-u=-b-—+F, -cos(Q2-t) . 7.3
dt? dt  © @) (7:3)

Tuto rovnic se upravime na tvar

ﬂ b du k FQ

+——+—-Uu=—-cos(Q2-t 7.4
dt> m dt m m @) (7.4)
resp.

d?u du F

S o425 —+wi-u=-2-cos(Q-t) . 7.5

dt? dat m @) (7:5)

Reseni nehomogenni linearni diferencidlni rovnice druhého tadu s
konstantnimi koeficienty ( 7.5) se sklada ze souétu feSeni homogenni rovnice (
6.4) a tzv. partikularniho feseni. Celkové feseni budeme piedpokladat ve tvaru

ut)=U, -exp(—3-t)-cos(e, -t+¢)+U, ‘cos(Q-t+(pp) . (7.6)

Dalsi postup feseni provedeme jen zjednodusené. Partikularni feSeni rovnice (
7.5) ptedpokladame ve tvaru

up(t):Up-cos(Q-t+(pp). (7.7)

p
t2

ou
Dale vypocteme rychlost Ep a zrychleni

a dosadime do rovnice ( 7.5).
Protoze vysledna rovnice musi platit pro jakykoliv cas, pak s vyhodou
pouzijeme napf. dvou podminek Q-t+¢ =0 a. Q-t+¢, :%. Dostaneme

dvé rovnice, ze kterych vyfeSime neznamou amplitudu Up a fazi ¢p.

Vysledna amplituda partikuldrniho feSeni bude




U = m (7.8)

a faze
2-0-Q
Z rozboru rovnice ( 7.8) plyne, ze

- amplituda vynucenych kmiti je pfimo Umérna amplitudé¢ buzeni Fq a
nepfimo imérna hmotnosti m,

- amplituda vynucenych kmiti roste se zmensujicim se rozdilem frekvence
budici sily a vlastni frekvence oscilatoru,

- abychom dostali maximalni amplitudu, musime frekvenci budici sily
posunout na takovou hodnotu, aby jmenovatel rovnice ( 7.8) byl co nejmensi,

p

resp. =0. Jmenovatel ma nejmensi hodnotu v pfipadé, Ze jeho derivace
dle Q je rovna nule

Q-(Q? - w? +2-52)=0. (7.10)
Hledana tihlova frekvence buzenych kmitti mé pak hodnotu

Q, =l —2-5 (7.11)

a nazyva se rezonan¢ni uhlovou frekvenci.

Upravou ( 7.11) s pomoci ( 2.5) dostaneme pro rezonanéni frekvenci fr vztah

: O

fo=|f, = (7.12)
Ap 8,=0
8, < 8,<d,

Q=w, Q

obr. 7.1 Rezonance vynuceného tlumeného kmitani.

Dosazenim rovnice ( 7.11) do rovnice ( 7.8) dostaneme maximalni amplitudu
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Fq Fq
r= = 7.13
P 2-m-6-\/‘w§—2-§2i 2-m-5-Q, (7.13)

V pfipad¢, ze se jednéd o netlumené kmitani, tj. 6= 0, pak amplituda se blizi k
nekoneénu Upr—>o0. Poznamenejme, ze dle rovnic ( 7.8) a ( 7.9) neni obecné
budici sila ve fazi s vychylkou.

U

Kontrolni otazky

Proc¢ je dulezita znalost viastni frekvence systemu, kdyz jej budime vnéjsi
harmonickou silou?

Priklad 7.1

Hmotny bod o hmotnosti 100 g se pohybuje vynucenymi harmonickymi
kmity. Kruhova frekvence viastnich kmitii je 20 s, soucinitel utlumu je 3 s™
a amplituda budici sily je 10 N. Pri jaké rezonancni frekvenci je maximalni
amplituda a jakou ma hodnotu?

ReSeni
V' souladu s predchozim textem a soustavou SI oznacme — hmotnost

m = 0,1 kg, tihlova frekvence viastnich kmitii wo = 20 s, soucinitel titlumu
5= 3 s a amplituda budici sily Fo = 10 N.

Amplitudu kmitii miizeme vypocitat z rovnice ( 7.8).

Fo

U, = ;“
Nz -a?f +4.567.?

Abychom nalezli maximalni vychylku, musime nalézt nejvyssi hodnotu
jmenovatele. Tedy vypocitat derivaci jmenovatele dle hledané proménné 2
a vysledek polozit roven nule tj. nalézt extrém funkce

iU dN(a)g—QZ)ZM-&Z-QZ}
P =0, resp. pro jmenovatel 90

=0, resp.

dllwz -0 +4.57 .02
dQ

Hledana rezonancni frekvence je v souladu s ( 7.11)

Q, = a2 267 =/(20s*) —2.(3s*) =19545*.

Po dosazeni do ( 7.8)resp. ( 7.13) dostaneme

Fq

" 2mes- (w2 -2-67)

=2-(02-0Q?)-(2.09)+8-57-Q=0

U




u,= (1oN) =0,85m.

" 2.01kg) o5} foos?f -2-os°f

09

U

pr

08 bbb AN e ]

Uim ; : : ; ; : ; ; ;

) R S S

i i i Qr i i i i i
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
ars’

]

obr. 7.2 Pritbéh amplitudy vynuceného tlumeného kmitdni v zavislosti na
budici frekvenci.

Rezonancni frekvence tlumené kmitajici soustavy s nucenym buzenim je
19,54 5%, pii které je amplituda 0,85 m. Pribéh amplitudy kmitani na budici
frekvenci je na obr. 7.2.

7.2  Autotest
konal harmonické kmity?

A 11 Jaké podminky musi byt splnény, aby tlumeny oscilator s budici silou

A 12 Za jakych podminek nastava rezonance?

A 13 Kdy je u tlumenych vynucenych kmiti maximalni amplituda?

7.3  Shrnuti

Vlivem pulsobeni vnéj$i harmonické sily na linedrni tlumeny harmonicky
oscilator mize vzniknout rezonance. Je to stav, kdy je uhlova frekvence

buzenych kmitd rovna Q, = /@ —2-5° . Pokud neni tlumeni, pak v rezonanci

Q. = w, je teoreticky nekonecna amplituda kmiténi.
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8 Skladani kmitu

8.1 Teorie

Kmitavy pohyb hmotného bodu muze byt slozen z né¢kolika jednoduchych
kmitavych pohybi. V technické praxi se ¢asto vyskytuji kmity, které vzniknou
slozenim dvou nebo vice harmonickych pohybti. Tyto kmity jsou Casto ve
stejné roving (stejnosmérné) nebo v navzajem kolmych rovinach (kolmé).

Stejnosmérné kmitdni si lze znazornit pohybem dvou téles (obr. 8.1), kdy
hmotnost horniho télesa m1 je mnohem mensi nez hmotnost spodniho télesa mo.
V tomto piipadé¢ mizeme zanedbat ovlivnéni pohybu vétsiho télesa télesem
mensim. T€leso o hmotnosti Mz kmitd harmonickym pohybem s vychylkou

u,(t)=U, -cos(e, -t+¢,) . (8.1)

Té€leso o hmotnosti My kmita v systému spojeném s télesem my harmonickym
pohybem s vychylkou

u, (t) =U, -cos(e, -t +¢,) . (8.2)

Harmonicky pohyb télesa o hmotnosti m; vzhledem k nepohyblivé soustave, tj.
k uchyceni je dan souctem vychylek

u(t) =u, (O +u, () (8.3)

my

2

m;

u2

obr. 8.1 Harmonické kmitani dvou spfazenych téles (mi<<my)

Vysledny pohyb je mozné zobrazit ve fazorovém diagramu na obr. 8.2.
Vektory U, a U, se pohybuji thlovymi rychlostmi @1 a wz. Vysledny vektor

U je dan vektorovym souétem jednotlivych vektort
U(t) =U,(t) +U,(t) . (8.4)
Vektor U se ota¢i nerovnomémé a méni velikost, takze jeho primét do osy u

nemusi byt harmonickou funkci, tj. vysledny pohyb obecné nemusi byt
harmonicky.




0

obr. 8.2 Fazorovy diagram

V ptipad¢, ze amplituda obou kmiti bude stejnd Uo=U1=U> mlzeme Soucet

dvou kosinovych pohybt provést s vyuzitim matematického vztahu

OH’B-cosa_ﬂ .
2 2

Vysledny harmonicky pohyb bude dle rovnice ( 8.3) dan souctem rovnic ( 8.1)
a(8.2)

u(t)=2-U, .cos[(a)l +a)2)-t2+ (2, +¢2)]cos{(a)1 _COZ)'t; (o, _%)} . (8.6)

COSa +CO0S ff = 2-C0S

(8.5)

u=u,;+u

obr. 8.3 Pribéh dvou harmonickych kmiti a jejich souctu

Ve zvlastnim piipadé pohyb popsany rovnicemi ( 8.1), ( 8.2) a ( 8.3) muize byt
harmonicky. Tento jev nastane, kdyz vektory U, a U, ve fazorovém diagramu
obr. 8.2 budou po urc¢itém casovém okamziku (periodé T) ve stejné poloze. Od
tohoto okamziku se pohyb bude opét opakovat. B€hem periody vykonal vektor
U, celistvy pocet otagek N1 a urazil uhlovou drdhu ea=n;-2-7 a vektor U,
vykonal celistvy pocet otaek N2 a urazil uhlovou drahu ao=nz-2:7 (m a n jsou
cela ¢isla). ProtoZze vektor U, se pohybuje uhlovou rychlosti a1 a vektor U,

rychlosti @y, plati
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2.7 27
Colznl-?aa)zznz-?. (8.7)
Odtud plyne
o_n fon TN, (89)
w, N, 1 f, n, T, n .

Slozenim vétSiho poctu harmonickych pohybt, jejichz frekvence jsou v
poméru celych ¢isel, vznikne pohyb periodicky.

Pii skladani stejnosmérnych kmith o stejné frekvenci w=wi=w, dostaneme
vysledny pohyb dle rovnic (8.1), (8.2) a(8.3)

u(t) =U, -cos(@-t+¢,)+U, -cos(o-t+¢,)=U -cos(w-t +¢) . (8.9)

U, cos ¢, |Uj;cose,

U-cosep

obr. 8.4 Fazorovy diagram pro skladani kmitt se stejnou frekvenci

Dle fazorového diagramu (obr. 8.4) se pak vSechny vektory budou pohybovat
konstantni tthlovou rychlosti @. Velikost vysledné amplitudy U bude dédna
rovnici

U2=U2+U2+2.U,-U, cos(p, —¢,) (8.10)
a pocatecni faze
U, -sing, +U, -sin g,
U,-cosg, +U,-cosp,

(8.11)

SloZzenim dvou harmonickych pohybii o stejné frekvenci f vznikne opét
harmonicky pohyb se stejnou frekvenci f. Velikost amplitudy vysledného
pohybu bude zaviset nejen na velikostech jednotlivych amplitud U: a Uy, ale
také na pocatecnim fazovém posunu ¢1 a ¢ dle rovnice ( 8.10).




Ui hu=us+u,

A

obr. 8.5 Soucet dvou harmonickych vinéni o stejné frekvenci

Se zménou fazového posuvu (obr. 8.5) se amplituda méni v rozsahu
‘Ul —UZ\ <U <U, +U,. Prvni krajni ptipad ‘Ul —Uz\ =U nastane, kdyZ rozdil
pocatetnich fazi |, —¢,| bude roven m, 3-n, 5., 7-x, atd. Amplituda bude
minimalni a v pfipadé, ze amplitudy obou pohybti budou stejné¢ U, =U,, pak
oscilator je v klidu. Druhy krajni ptipad U =U, +U, lze sledovat, kdyZ rozdil
pocate¢nich fazi ¢, —¢,| bude roven 0, 2'w, 4w, 6w, atd. V tomto piipadé
bude amplituda maximalni. Oba vyzna¢né piipady jsou na obr. 8.6.

u AU
Ui NU=ui+u,

U4
u, t t,
0 0

obr. 8.6 Maximalni (vlevo) a minimalni (vpravo) amplituda pii souctu dvou
harmonickych signalt o stejné frekvenci

vvvvv

elastickych vin, ale také svételnych a elektromagnetickych vin. Uvedeny d¢;j,
kdy jsou harmonické déje o stejné frekvenci, ale s riznou fazi se nazyvaji
interference.

Také se setkavame s kmity, které jsou sloZzeny ze dvou harmonickych
frekvenci, jejichz rozdil je velmi maly, tj. @ =w,. Pro jednoduchost

pfedpokladejme, Ze amplitudy obou kmiti jsou stejné, tj. U, =U,=U,.
ProtoZe se méni vz4jemna faze, miZzeme nastavit pocatek ve chvili, kdy faze
obou kmitd jsou stejné. Pak vysledny pohyb bude dan rovnici

u(t)=U, -cos(w, -t)+U, -cos(m, 1) . (8.12)

Po matematické apravé pomoci rovnice ( 8.5) dostaneme rovnici

ut)=2-U, -cos[(wl +2w2)'t]cos[(wl _20)2)1} : (8.13)

Obecné je to slozity Casovy pribéh, ale v ptipad€, ze @, = w, pak se prvni ¢len
meni s velkou uhlovou frekvenci
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(a’l + a’z)

5 =0, =0, =0, (8.14)
a druhy ¢len s malou thlovou frekvenci
(a)l;%) =, . (8.15)
Vysledné kmitani lze pak zapsat
u(t)=2-U, -cos(e, -t)-cos(wy, -t)=U, (t)-cos(m, -t) . (8.16)

Toto kmitani Ize povazovat za kosinusové kmitani o thlové frekvenci aL S
4.7

"I A \
| Wl\‘l A \l‘\! i

amplitudou ménici se od nuly do 2-Ug s periodou T, =

e R ——t

obr. 8.7 Vychylka kmitani s pfiblizné stejnou uhlovou frekvenci (spodni graf
ukazuje jejich soucet)
Pokud nebude stejna amplituda kmitani U, #U,, pak kmitani bude mit stejny
charakter s vykmity U, -U,/<u(t)<U,+U,. Jednotlivé kmity se zesiluji,
jsou-li ve stejné fazi, a navzajem se rusi pii opacné fazi. Vznika narazové
kmitani, které se v akustice nazyva razy nebo zazngje. Maximalni hodnota
amplitudy se nazyva kmitna a minimalni uzel.

Obecné lze jakykoliv periodicky dé€j nahradit souctem az nekonecné mnoha
harmonickych funkci sinus o riznych amplitudach, frekvencich a pocatecnich
fazi.

=J‘U ~sin(a)-t+g0)~da) ptip. u(t): iuk -sin(a, -t+¢)k) . (8.17)
0

k=0

Teoreticky se touto otdzkou zabyva Fourierova analyza.




Kontrolni otazky
Co znamena pojem razy?

Jaka je maximalni a minimalni amplituda pri skladani harmonickych kmiti
o priblizné stejné frekvenci?

Priklad 8.1

Dva rovnobeézné harmonické kmitavé pohyby o stejné maximalni amplitude
a pocatecni fazi kmitaji s periodami 3 s a 3,1 s. Urcete periodu vyslednych
kmitii a periodu razii.

ReSeni
Oznacme si periody kmiti Ti=3s a To=3,1s, maximalni amplitudu
U = U1 = Uy, pocatecni fazi ¢ = g1 = ¢».
Jednotlivé harmonické pohyby dle ( 8.1) budou
u, (t) =U -cos(a, -t +¢) a u,(t) =U -cos(w, -t +¢).
Vysledné kmitani bude dano souctem jednotlivych vychylek dle ( 8.12)
u(t) =U - cos(a, -t)+U -cos(a, -t).

Tuto rovnici upravime na tvar ( 8.13)
u(t) =2.U- C03|:(w1+2a)2)'t:| . C03|:(w1_2a)2).t:| .

(C‘)l + a)z)
2

(a’l_wz)_

2

Uhlovou frekvenci vyslednych kmitii dle ( 8.14) 1j. w,, =
a uhlovou frekvenci pomalejsich kmiti dle ( 8.15) tedy o, =

Jjelikoz uihlové frekvence dostaneme z (2.5) w = Z_I_ﬂ dostaneme

[2-7[ 2-7[]
+
wH:2~7r:(a)l+a)2): T, T, tedy
T, 2 2
2 2
TH_1+1_1+ 1 =3,05s,
. T, (3s) (31s)
Uhlova firekvence pomalejsich kmitii bude analogicky T, = 1 2 1
LT,
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Protoze v priitbéhu této periody vzniknou dvé zesileni a zeslabeni je perioda
razit rovna poloviné této periody

T 1 1
1 1

zi_izi =93s.
T, T, (3s) (31s)

T %8s~ ; ; : : ;
ufm
0 wu”u

0 20 40 50 30 100 120 140 160 180 200
tis

obr. 8.8 Prubéeh vypoctenych razii
Perioda vyslednych kmiti je 3,05 s a perioda razii 93 s. Priibéh kmitii je dan

rovnici u(t) =2-U -cos L -COS v a zobrazen na obr. 8.8.
(3,055) (186's)

8.2  Autotest

A 14 Jaky prib¢h vychylky maji kmity vzniklé sloZzenim dvou kmitd o
pfiblizné stejné frekvenci?

A 15 Lze vyjadfit jakykoliv periodicky d¢j sou¢tem harmonickych funkci?

8.3  Shrnuti

Vychylka harmonického kmitani, ktera vznikne slozenim harmonickych
kmitd, je dana souétem jejich vychylek. Ve zvlastnich piipadech vznika opét
harmonické kmitani. Zvlastnim ptipadem je vznik razl, které vznikaji pfi
souctu dvou stejnosmernych kmitani s mélo odlisSnou frekvenci. Obecné 1ze ke
skladani stejnosmérnych harmonickych vinéni pouzit Fourierovu transformaci.




9 VInéni a vinova rovnice

9.1 Teorie

Pfesun mice od jednoho hrace k druhému znamena pfenos hmoty z mista na
misto. AvSak predani instrukce fe¢i znamend pfenos energie z mista na misto
bez presunu hmoty. Toto je zdkladni mySlenka vIinéni. Tedy Sifeni vinéni je
ptenos energie nikoli hmoty. Znalost kmitani a vinéni je dulezita i z hlediska
stavebnictvi. Velka amplituda vInéni (kmitani) mostu zapii¢inénd narazovym
vétrem byla disledkem zni¢eni tohoto mostu (obr. 9.1). Pficinou destrukce
mostu byla rezonance. Pii vyuziti znalosti z oblasti vinéni a kmitani Ize tyto
rezonancni frekvence omezit piip. posunout do vhodnéjSich frekvencnich
oblasti.

obr. 9.1 Tacoma Narrow Bridge pfi vichfici 7. listopadu 1940

Pro popis vinéni uvazujme prostiedi vyplnéné Casticemi. Tyto Castice na sebe
vzajemné pusobi. Zména polohy jedné ¢astice zplisobi zménu polohy ostatnich
castic. Zacne-li Castice kmitat, rozkmitaji se i1 ostatni. V prostfedi se Sifi
rozruch, avsak castice jen kmitaji. Toto vIinéni se muze Sifit v prostiedi
plynném, kapalném i1 pevném. Toto vInéni se nazyva postupnym, nebot
rozruch se $ifi tzv. rychlosti vinéni. Konaji-li Castice prostfedi kmity ve
stejném sméru, ve kterém se §ifi vIinéni (obr. 9.2), nazyva se toto vInéni
podélné (longitudinalni). S podélnym vInénim se muzeme setkat ve vSech tfech
skupenstvi latek. Jsou-li kmity ¢astic kolmé na smér Sifeni vin (obr. 9.3),
nazyva se vinéni pricné (transverzalni). Vyskytuje se pouze v prostiedich, kde
pusobi pruzné sily pfi vzajemném posunuti vrstev, tedy jen v pevnych latkach.
Pokud vychylky castic prostiedi lezi v jedné roving, nazyva se pticné vinéni
linearn¢ polarizované. Zvlastnosti ve volném prostoru jsou jsou viny
elektromagnetické, které jsou pouze vinami pricnymi a §iii se 1 vakuem. VInéni
prenasi energii a hybnost. Vyznamné jsou také viny hmoty, kterymi se projevuji
elementarni ¢astice. V dal$im textu, pokud nebude uvedeno jinak, se budeme
zabyvat postupnym vinénim.

Rychlost, kterou se $ifi kmitavy rozruch v latce, se nazyva fdzovd rychlost
vInéni. Ozna¢ime ji ¢ [m-s™]. Pojem grupova rychlost (rychlost $ifeni grupy
vInéni) nebudeme zavadét, tedy pod pojmem rychlost vinéni budeme uvazovat
fazovou rychlost vinéni.

Pro jednoduchost budeme uvazovat homogenni a izotropni prostfedi. Zapneme
zdroj vinéni (misto odkud se vlna §ifi) a od n¢&j se $ifi vinéni (obr. 9.4). Plocha
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prolozend vSemi body, do nichz pravé v daném okamziku vlna dospéla,
nazyvame celo viny. Plocha prolozena vSemi body, které v daném okamziku
jsou ve stejné fazi, se nazyva vinoplocha. Celo vlny je vlnoplocha
nejvzdalenéj$i od zdroje. Sméry kolmé na vlnoplochy se nazyvaji paprsky.
Prohlédnéte si obr. 9.5, obr. 9.6, obr. 9.7 a obr. 9.8, které ukazuji demonstraci
vInéni na rybnice.

obr. 9.2 Podélné vinéni pruziny

I Il

| A
|

i B

obr. 9.3 Pti¢né vinéni pruziny

Uvazujeme-li zdroj vinéni bodovy (prostfedi homogenni a izotropni), pak jsou
vinoplochy kulové. V dostateéné vzdalenosti od zdroje je miizeme povazovat
za rovinné.

celo
viny

zdroj
vinéni

vinoplocha

paprsek

obr. 9.4 Kulova vlna




Vzdélenost ve sméru $ifeni viny mezi dvéma nejbliz§imi body, které kmitaji se
stejnou fazi se nazyva vinova délka a oznacime ji A [m] (obr. 9.2 a obr. 9.3).

Tuto vzdalenost urazi vinéni za dobu jedné periody T [S]. Protoze vInéni se $ifi
rychlosti ¢ bude platit

A=c-T. (9.1)
Vzpomeneme-li si na vztahy platné pro kmitani dostaneme také
c 2.
/1 = —=C-—— s i
; o (9.2)

kde f je frekvence [Hz] a @ je uhlova rychlost [s™].

Zopakujme, ze thlova frekvence je ddana vztahem

_2.72-_
T

® 2.7 f (9.3)

kde T je perioda [s] a f je frekvence [Hz].

obr. 9.5 Zdroj vlnéni obr. 9.6 Sifeni vInéni

obr. 9.7 Pokradovani §ifeni vinéni obr. 9.8 VInéni utlumeno

Na obr. 9.9 a obr. 9.10 je patrna rychlost $ifeni vinéni, smér postupu vinéni a
vychylka jednoho bodu u jednoduché viny.

V dal$im se budeme nejprve zabyvat harmonickou vlnou, jejiz vychylka u [m]
je dana rovnici

u(r,t)=U -sin(w-t—K, -r+9), (9.4)

kde U je amplituda [m], @ je uhlova frekvence [s7], t je €as, K, je vinové ¢&islo
(vlnocet) [m™], r je vektor polohy [m] a ¢ je po¢ateéni faze.
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Vektor polohy mizeme rozepsat ve tvaru
r=i-x+j-y+k-z, (9.5)
a vlnové cislo

kK, =T-k, +7-k, +k-k, , (9.6)

kde T, ] a K jsou jednotkové vektory ptislusejici smérdi jednotlivych os X, y a

obr. 9.9 Postup pii¢né viny obr. 9.10 Postup podélné viny

Popis kulové viny, u které amplituda klesa se vzdalenosti a nezavisi na sméru
od zdroje, zavisi pouze na vzdalenosti r od zdroje (obr. 9.4) a Case t

u(r,t):g-sin(a)-t—k-r+¢) . (9.7)
r
Rovnice vychylky harmonické viny ( 9.4) si zjednodusime pro ptipad rovinné

viny, se kterou budeme pro jednoduchost déale pracovat, tj. vina se bude Sifit
podél osy x. Rovnice pak pfejde na tvar

u(x,t)=U-sin(@-t—k-x+¢) . (9.8)
VInové ¢islo mizeme vyjadfit vztahem
2.1
k=—-. 9.9
. (99)
Pii pouziti rovnice ( 9.2) dostaneme dalsi vyjadieni vinového ¢isla
@
k=—. 9.10
‘ (9.10)

Pak rovnice ( 9.8) piejde na tvar




u(x,t):U-sin[Z-ﬂ-G—zjﬂp} . (9.11)

Na obr. 9.11 je nakreslena vychylka pii $ifeni rovinné vilny s popisem
vyznacnych velicin.

u

-1

i_ﬁ

§ <

obr. 9.11 Sifeni rovinné viny

Obecnym matematickym popisem vinéni je vinova rovnice
1 o4
c? ot?

Viu (9.12)

V této parcialni diferencialni rovnici pfedstavuje symbol V? Laplaceiv
operator, definovany

o> 9% 0°
2
Ve = e +8y2 + ek (9.13)
VInovou rovnici tedy miizeme napsat ve tvaru
o’u 9°u o°u 1 dlu
= (9.14)

F—+ ==.7_,
ox*> oy® oz c¢* ot?

Vlnova rovnice plati pro vlny v libovolném prostfedi, v némzZ fazova rychlost ¢
nezavisi na bliz§im charakteru vin. Rychlost §ifeni zavisi pouze na vlastnostech
prostredi.

Rychlost §ifeni vinéni je ve vztahu s vinovym ¢islem
c=—, (9.15)

kde vInové ¢islo k je

k= /ki+k;+k?. (9.16)

- 41(68) -



Kontrolni otazky
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Priklad 9.1

4

ame popsanou rovnici

r

Harmonickou rovinnou vinu m

~(2,725)1].

X

itudu, vinovou délku, periodu, frekvenci a

-1

-sin [(72,1m

)

m

27-10°°

(3
Urcete nebo vypoctéte ampl

rychlost

t)

(x

u

' vineéni.

sirent'v

Vv

Seni

Re

11)

(9

1 (9.8) prip
—k-x+9)

4

anim s rovnic

Porovn

w-1

(

t amplitudu U

-sin

=U

u(x,t)

2,725,

hlovou frekvenci @

u

27103 m
fazi @

=3

Ve

0 v

muzeme urci

=0

=T721m™ a pocatecni

vinocet k

obr. 9.12 Zobrazeni vychylky rovinné viny

Vinovou délku dostaneme z vinového cisla (9.9)

871-10° m,

(72,i m*)

k

periodu




2.7 2.7

T 0 Tlns) T
frekvenci
fol_ o _ 272s%) 0,43 Hz.

T 2-x 2.7

Rychlost sireni vinéni z rovnice ( 9.10)

c:T():((72;12—:1__11)):37,3~10‘3 m-s*

Amplituda vineni je 3,27 mm, vinova délka 87,1 mm, perioda kmitani 2,31 s,
frekvence 0,43 Hz a rychlost §ifeni vinéni 37,3-10° m-st. Pribéh vychylky
je zobrazen v grafu na obr. 9.12, kde u je vychylka (svisld osa), x je smér
Sireni vinéni (osa Sikmo nahoru doprava) a t je cas (osa Sikmo dolil).
Pocatek os je vievo.

Piiklad 9.2
Harmonickou rovinnou vinu mame popsanou rovnici
u(x,t)=(327-10° m)-sin[(721m*). x— (2,725)-t]. @
Urcete vychylku bodu na souradnici 220 mm v case 18 s.

ReSeni

Oznacdime x1 = 0,22 maty = 18 s. Dosadime do rovnice

u(x,t,)=(327-10° m)-sin[(721m*)- x, - (2,725)-t, | .
u[(0,22 m),(185)] = (3,27-10° m)-sin|(721m™)- (0,22 m)— (2,725*)- (185)).
Nezapomerite pocitat funkci sinus v radianech.

u[(0,22 m),(18s)]=-3,25-10° m.

0.004
ulm
0.003

0.004

0.003
ufm

0.002 0.002

0.001 0.001

0

-0.001 -0.001

-0.002 -0.002

-0.003

-0.003

I
|

-0.004 L
15 16 17 18 19 . 20 -0 0040

obr. 9.13 Kmitani bodu o

soutadnici 220 mm obr. 9.14 Vlna v ¢ase 18 s
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Priibéh vinéni je zobrazen na obr. 9.12. Poloha bodu je zretelna pri rezech v
poloze obr. 9.13 nebo case obr. 9.14. Vsimnéme si, Ze v jednom obrazku je
vodorovnd osa cas obr. 9.13, ze které lze urcit periodu, ale ve druhém je na
vodorovné ose poloha obr. 9.14, kde Ize odecist vinovou délku.

Vysledna vychylka bodu na souradnici 220 mm v case 18 s je -3,25 mm.

Priklad 9.3
Harmonické kmity jsou buzeny zdrojem kmitani urcenym vztahem

u(t)= (20 m)-sin [(2,58'1)-t]. Ze zdroje se Siri rovinnd vina rychlosti
300 m-st. Napiste rovnici vinéni.

ReSeni
Oznacime rychlost ¢ = 300 m-s>. Porovndnim rovnice zdroje kmitani

u(t)=(20m)-sin|(2,55)-t| s rovnici u(t)=U -sin[e-t + ¢] dostaneme -
amplituda U = 20 m a tihlova frekvence @ = 2,5-s™. Vinové cislo urcime z
rovnice k = 2 = (2’55_1)

¢~ (300m-s?)

nulovou pocatecni fazi dostaneme u(x, t) =U -sin (a) ‘t—Kk-x+ go) tedy

u(x,t)=(20m)-sin[(2,5s*)-t - (8,3-10° m*)-x].

=8,3-10° m™. Dosazenim do rovnice( 9.8)s

Piiklad 9.4

Naleznéte tvar vinové rovnice, jejimz reSenim je rovinna vina , ktera se Siri
ve sméru osy x dle rovnice

u=u(xt)=U-sin(o-t—k-x+p)

ReSeni

ou

Vypocteme parcialni derivace funkce u podle jednotlivych promennych
el cw-cos(w-t—K-X+¢)

o’u . " o,
e =U-w -Sln(a)-t— -X+(p)——a) -u
ou

—=-U-k-coslw-t—k-x+

o ( ?)

o%u :

e =-U-k?-sin(@-t—k-x+¢)=—k*-u

tedy vyjadrenim vychylky u z druhé parcialni derivace dle casu t a
dosazenim do druhé parcialni diferencialni rovnice dle polohy x dostaneme




o _K ot

ox®  w? ?

kde fazova rychlost c je dana vztahem

c=—.
k

Vysledna rovnice je
o’u 1 9%

ol o ot kterd odpovida rovnici (9.12) resp. (9.14)
X c

9.2 Autotest

A 16 Jaky je rozdil mezi vinénim a kmitdnim?
A 17 Jak se mize vInéni §ifit? (Jaké jsou druhy vInéni?)
A 18 Muize se mechanické vinéni §ifit ve vakuu?

A 19 Je mozné popsat obecné Sifeni vinéni?

9.3 Shrnuti

Vychylka postupné harmonické rovinné viny postupujici podél osy x je dana
rovnici

u(x,t)=U -sin(w-t —k - x+¢) nebo u(x,t)=U ~sin{2-7z-(_|t_—zj+(p]

Vychylka kulové vlny ma obdobnou rovnici, pouze amplituda klesa se
vzdalenosti

u(r,t):l:-sin(a)-t—k-rﬂo).

VInove ¢islo (vlnocet)

2.7 10}
k = — ﬁ . k =—.
A PP c
Uhlova frekvence

w=2-r-f :2'—7[.
T

VInova rovnice ma tvar
1 dl o°u o°u d%u 1 du

Vu resp. b=
c® ot? P ox*  oy? o01* c? ot?
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10  Rychlost a intenzita vinéni

10.1 Teorie

Rychlost postupné viny (obr. 10.1) piedstavuje pomér i)t(’ ktery v limité

piejde na derivaci 3); Tedy bod na kiivce postupu viny za dobu At urazi

vzdalenost AX. Tento bod musi mit neustdle stejnou fazi. Z rovnice ( 9.8)
dostaneme

@-t—K-X+@=konst, , tj. x=a)k't+konst . (10.1)

Derivaci této rovnice dle Casu dostaneme rychlost $iteni postupné viny

X o

—=—=¢C. 10.2
dt kK ( )
Vyuzitim vztahi ( 9.3) a (9.9) dostaneme z ( 10.2)
A
T (10.3)

obr. 10.1 Postupna vilna ve dvou ¢asovych okamzicich

Rychlost Sireni mechanického vinéni v pevnych pruznych latkach je obecné
slozita uloha. Obecné vychazime ze zakladni vinové rovnice ( 9.12). N&které




rychlosti Sifeni postupného vinéni jsou v kapitole 14 uvedeny bez odvozeni viz.
tabulka 1.

Rychlost pricné viny na struné odvodime z obr. 10.2 a obr. 10.3. Radialni sila

Fr na malém elementu Al bude piasobit pod malym thlem @, takZze mtzeme
uvazovat SIN® =,

F=2-Fsn®=2.-F-0. (10.4)

Pro element mizeme uvazovat hmotnost m= - Al, kde u je plo$na hustota

(hmotnost na jednotku délky). Usek Al=R-2-® a tedy hmotnost bude
m=x-R-2-0. Pouzitim Newtonova zdkona dostaneme

S 2 E.@ . (10.5)

( YO

obr. 10.2 Sifeni vIny na struné

Vyjadienim rychlosti $ifeni vinéni ¢ dostaneme vztah
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c=|—, (10.6)
Y7,

tedy rychlost Sifeni je odmocnina z podilu pruznosti a setrvacnosti.
Rychlost podélného vinéni v kapalinach a plynech je

c=, (10.7)

kde K je modul objemové pruznosti [N-m™2] a p je hustota [kg-m™]. Modul K je
prevracenou hodnotou stlacitelnosti y, je tedy funkci objemu V a tlaku p.

k=l__y.9P

5 Ve (10.8)

energie vinou je intenzita vinéni v ur¢itém misté prostoru [W-m2]. Tok energie
@ [W] je definovan jako podil energie E [J] pfenesené za dobu t [S]

o9
dt
Zarivy tok je roven vykonu. Intenzita je podil elementarniho toku energie
prosiého elementarni plochou

(10.9)

_do

ds
U rovinné vlny, kterd neni absorbovéana prostfedim, ma stalou velikost. V
pfipad¢ harmonické viny je celkova energie kmitajici ¢astice (harmonického
oscilatoru)

I (10.10)

E:;m-wz-Uz. (10.11)




Casové primérovand hodnota hustoty energie w [J-m?] vyjadiuje kmitani
spojitého prostiedi hustoty p [kg-m]

<W>:;p-a)2-U2. (10.12)

Plochou jednotkové velikosti za jednotku Casu projde tedy energie C-w coz
odpovida intenzité vinéni

|=C-W=;-p-a)2-U2~C=2-7Z'2-p-f2-U2-C. (10.13)

Intenzita vinéni harmonické rovinné viny tedy roste s hustotou prostiedi p,
rychlosti $ifeni vinéni ¢, se ¢tvercem frekvence f a amplitudy U.

Poznamenejme, ze pokud je zdroj vinéni bodovy, pak se energie vyzaiena
zdrojem za jednotku casu rovnomérné rozprostfe na jednotlivé kulové
vinoplochy. Tedy intenzita energie ubyva imérné ¢tverci vzdalenosti, tj.

o1
4-1-r?

Toto je zakon prevracenych ctvercl, ktery plati za stejnych geometrickych
duvodu pro vSechny druhy zafeni — energie je rozloZena spojite.

| (10.14)

Kontrolni otazky
Jaky je rozdil mezi rychlosti pri kmitani bodu a rychlosti Sireni vinéni?

Na cem zavisi rychlost Sireni vinéni ve strune?

Priklad 10.1

Struna ma hmotnost 0,3 kg a délku 6 m. Na struné je zavéseno zdavazi o
hmotnosti 2 kg (obr. 10.5). Urcete rychlost sireni pulzu na struné a cas, za
ktery se premisti z jednoho konce na druhy. Tihové zrychleni uvazujme
9,8 m-s2.

S S S

AN
3

obr. 10.5 Strunad =5 m, e =1 m se zavazim m = 2 kg

- 49 (68) -



ReSeni

Oznacme pouzité veliciny m=0,3kg, | =6m,m=2kg,d=5m,e=1m,

g=938 m-s.

Sila napinajici strunu je
F=m-g=(2kg)-(9,8m-s?)=196N.
Rychlost SiFeni vinéni ve struné dle ( 10.6)

_F_|F _ F-I:/(19,6N)~(6m)
m | (03kg)

/J”IH\

Doba, za kterou pulz urazi drdhu z jednoho pevného konce k upevneni na

kladce je
t=9- 5M _goss.
c 198m-s°

Pulz ve struné se pohybuje rychlosti 19,8 m-=s*

upevnenymi konci urazi za 0,25 s.

10.2 Autotest

A 20 Na ¢em zavisi rychlost §itfeni postupné viny?

A 21 Co je to intenzita vinéni?

10.3 Shrnuti

Rychlost sifeni ¢ = 'I/? =A-f

Intenzita vinéni | :C-W:;-p-a)2 U?.c=2-7z"-p-f*-U%-c

=198m-s™.

a vzdalenost mezi




11 Interference vinéni

11.1 Teorie

Pokud se prostfedim $ifi vice vin soucasné, postupuje kazda vina tak, jakoby se

Sifila sama. Vhodime-li soucasn¢ na klidnou vodni hladinu dva kaménky v
urcité vzdalenosti od sebe, uvidime Sifeni vinéni ze dvou zdroju (obr. 11.1).

VIny se §ifi od kazdého mista dopadu a v ur€ité oblasti se kiizi a dale postupuji
jakoby se nepotkaly. Pro Sifeni vin plati zdkon nezavislosti.

o~ > w

obr. 11.1 Interference vodnich vin.

V oblasti prostiedi, kde se setkavaji viny, je vyslednd vychylka vektorovym
sou¢tem jednotlivych vinéni — plati princip superpozice.

Skladani harmonickych vin, jejichz sméry kmitdni a frekvence kmit jsou
stejné a rozdil fazi se neméni, pak se tyto vlny nazyvaji koherentni.
Superpozice koherentnich vin se nazyva interference.

Sl
AN

L _

obr. 11.2 Steni vinéni — vlevo destruktivni, vpravo konstruktivni

Dale pro jednoduchost se budeme zabyvat Sifenim polarizovaného vinéni ve
sméru x-ové osy (koherentni). Pokud se Sifi dvé viny proti sobé, mohou v
okamziku ktizeni nastat dva typy interference (obr. 11.2) - destruktivni (obr.
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11.2 vlevo), kdy vychylky vin se od¢itaji, a konstruktivni (obr. 11.2 vpravo),
kdy se vychylky s¢itaji.

Rikdame, Zze vInéni je ve fazi, jedna-li se o konstruktivni interferenci, a v
protifazi nebo opacné fazi, je-li interference destruktivni.

[ u1 uy

+ + +

NN\ x AN\ N
7\J \V U \V V V J U V

Uit U, = ug+ Uy =
QUQU&* ‘ PSS

obr. 11.3 Interference vinéni — vlevo konstruktivni, uprostied destruktivni,
vpravo castecné destruktivni

Pro interferenci dvou postupnych vin ve sméru osy x plati

ug(x,t) =u (X, t) +u,(x,t) . (11.1)
kde
u,(x,t) =U -sin(ew-t —k - x) (11.2)
a
u,(x,t) =U -sin(@-t—k-x+¢) . (11.3)

Viny dle ( 11.2) a ( 11.3) maji stejnou thlovou frekvenci @, tedy stejnou
frekvenci f, stejny uhlovy vlnocet K, tj. stejnou vlnovou délku A, stejnou
amplitudu U. Dle (19.10) se tedy $ifi i stejnou rychlosti §ifeni c. Tyto viny jsou
posunuty o fazi ¢. Na zaklad¢ interference ( 11.1) dostaneme

u,(x,t)=U -sin(@w-t—k-x)+U -sin(ow-t—k-x+¢) . (11.4)
Matematickou tpravou s vyuZitim matematického vztahu pro soucet sinlt
sina+sin,8:2-sina;ﬂ-cosa;ﬂ , (11.5)
dostaneme
us(x,t):{z-u~cos(§ﬂ~sin(m~t—k-x+(5j . (11.6)
tj.
— i @
us(x,t)_US-sm[a)-t—k-x+2) : (11.7)

Vysledné vinéni je opét harmonickou postupnou vinou.

Dale rozebereme interferenci vinéni dvou bodovych koherentnich zdroji Z: a
Z5 se stejnou amplitudou v libovolném bod¢ P dle




obr. 11.4 Interference vinéni — vlevo konstruktivni, uprostred destruktivni,
vpravo castecné destruktivni

Okamzita vychylka generovana zdrojem Z; je
u,(r,t)=U-sin(w-t—k-r, +¢,) (11.8)
a zdrojem Z; je
u,(r,t)=U -sin(@-t—k-r, +@,) . (11.9)
Vysledna interference dle ( 11.1) s vyuzitim ( 11.5) dostaneme

n-n o,-¢ . L+r, o,—o@
u =2-U-cosl k-2 472 1 1.sin f—k. 12 P2 1
. ( 5 5 j (a) , , J (11.10)

Rovnice ( 11.10) je opét harmonickou vinou. Amplituda vyslednych kmiti je

US=2.U.cos(k~r1;r2+¢2;(pl]. (11.11)

Amplituda vyslednych kmith je harmonickou funkei (kosinus), jejiz argument
je vhodné vyjadrit jako n nasobek 7

k_rl_r2+§02_¢)1
2 2

V pfipadé, Ze n je celociselné n=0,+1,+2,£3,--- nastdvd interferencni

=n-z . (11.12)

maximum (funkce kosinus je rovna jedné). V piipadé, ze n je polovinové

1.3 ,5 o . . .
n :O’ii’ii'i?“’ vznikd interferenéni minimum (funkce kosinus ma
nulovou hodnotu).

Kontrolni otazky

Jaky je rozdil mezi destruktivni a konstruktivni interferenci?

-53(68) -



Priklad 11.1

Na struné postupuji souhlasnym smérem dvé identické harmonické viny a @
interferuji spolu. Amplitudy vychozich vin jsou 12 mm a jejich fazovy rozdil

je 45° Vypoctéte amplitudu vysledné viny, vznikajici interferenci obou
vychozich vin.

ReSeni

Oznacme pouzité veliciny U = 12-10° m, Ap = @o-¢n = 4, Ar = r1-r, 0 m.

Vyuzitim rovnice ( 11.11) dostaneme

NN

U,=2-U -cos(k~ r1;r2 +(p2;¢1j:2.(12.10‘3 m)- cos k-(ozm)+

U, =0,022m.

Amplituda vysledné viny je 22-10° m.

11.2 Autotest

A 22 Jaké vInéni vznikne interferenci dvou sinusovych vin o stejné amplitud¢ a
stejné vlnové délce postupujici v napnuté struné souhlasnym smérem?

A 23 Jaky je rozdil mezi superpozici a interferenci vinéni?

11.3 Shrnuti

Pro vychylky vin postupujicich na téze struné se uplatiluje princip superpozice,
tj. vychylky se sc€itaji nebo od¢itaji. Superpozice postupnych harmonickych

vin, které se shoduji ve sméru Sifeni, amplitudé¢ a frekvenci, tedy 1 vlnové

délce, a 1isi se fazovym posunem, vznika interferenci jedina vlna stejné
frekvence

u,=2-U -cos(Az(pj-sin(a)-t—k-HA;j.

V piipadé Ap = 0 jsou viny ve fazi a interference je konstruktivni, je-li Ap ==
jsou viny v protifazi a interference je destruktivni.




12 Stojaté vinéni

12.1 Teorie

Ditlezitym ptipadem vinéni, které vznikne interferenci dvou postupnych vinéni
stejného kmitoctu a amplitudy, kterd se Siii proti sob¢, je stojaté vinéni.

V pripad¢ struny, kterd je uchycena na obou koncich, napnuta a pusténa
vznikne stojaté vInéni (obr. 12.1). Vlivem interference odrazeného viInéni
vznikaji v mistech destruktivni interference uzly a v mistech konstruktivni
interference kmitny (obr. 12.2). Frekvence, které vznikaji pii Sifeni stojatého
vInéni se nazyvaji viastni nebo rezonancni.

obr. 12.1 Stojaté vinéni na strun¢ s ur¢enim vinové délky

n kmitha

uzel

obr. 12.2 Stojaté vinéni na struné se znazornénim kmiten a uzlt

M¢jme stojaté vinéni, které je tvofeno souctem vychylky postupné viny

. t X
u,(x,t)=U -5|n[2~7r(_|_—/1ﬂ (12.1)
a odrazené
. t X
u,(x,t)=U ~Sln|:2'7f(_|_+lj} , (12.2)
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tj. dle rovnice ( 11.1) dostaneme

. t x . t X
ux,ty=U-sin|2-z| ———||[+U-sin|2-7| —+—|]. ,
Y [ s ﬂﬂ { s ﬂﬂ (129
Upravou rovnice ( 12.3) s vyuzitim rovnice ( 11.5) dostaneme
u(x,t)=2-U -cos[zf-xj-sin[ﬁ”-tj : (12.4)

Argument u funkce kosinus neni zavisly na Case, ale pouze na poloze. Proto
muzeme vyraz ( 12.5) pokladat za vyslednou amplitudu

us(x)=2.u-cos(2f.x] . (12.5)
Nejvyssi amplituda U, =2-U za podminky, kdy
cos(”- xj =1. (12.6)
A
Podminka ( 12.6) nastava pro polohu
Xy :J_rn-/; pron=012,.... (12.7)
Tato mista se nazyvaji kmitny a jsou od sebe vzdélena o /21
Uzly jsou mista, kde U, =0, tj. musi byt splnéna podminka
cos(z'”- x) -0 . (12.8)
A
Tato podminka ( 12.8) je splnéna pro
X, =i(2~n+1)-j pron=012,.... (12.9)

A A A
i 4 2

obr. 12.3 Vzdalenosti uzli a kmiten u stojatého vinéni




Vzdalenost dvou sousednich uzll je opét ; Vzdalenost uzlu a kmitny je j

(obr. 12.3).

Z rovnice ( 10.3) dostaneme vlastni frekvence napnuté struny (v souladu s obr.
12.1)

C C

f =n-—n-——pron=123,.... 12.1

n A 2L Y (12.10)
Frekvence vypoctené z rovnice ( 12.10) se nazyvaji harmonické (1.
harmonicka, 2. harmonicka, ..., n-t4 harmonick4). Harmonické frekvence vyssi
nez prvni (zékladni) harmonicka se nazyvaji vyssi harmonické. Poznamenejme,
ze uvedené vinéni je pficné.
Obdobn¢ muzeme vyjadrit stojaté vinéni v oteviené pistale, tedy trubici, ktera
ma oba konce oteviené (i zde vznika odraz). Zde se jednd o vinéni podélné.
Méni se pouze tvar vinéni dle obr. 12.4. T jeji vinové délky musi odpovidat
délce trubice.

L

|

_i

obr. 12.4 Stojaté vinéni vzduchu v pistale s otevienymi konci

L

obr. 12.5 Stojaté vinéni vzduchu v pistale s otevienym a uzavienym koncem
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Kontrolni otazky

’ Kdy nastava stojaté vineni?

Priklad 12.1

Stojaté vineni vzniklo interferenci dvou vin s frekvenci 475 Hz. Vzdailenost
sousednich uzlii je 1,5 m. Jaka je rychlost postupného vinéni v prostredi, ve
kterém stojaté vinéni vzniklo?

ReSeni

Oznacme f= 500 Hz, d = 1,5 m.

Vzddlenost dvou sousednich uzlii je /21 tedy d= ; Rychlost sireni
postupného vineni dle ( 10.3) je
c=A-f=2-d-f=2-(1,5m)-(500 Hz)=1500m-s™.

Rychlost sireni vineni je 1500 m/s.

12.2 Autotest

A 24 Jaka je vzdalenost dvou sousednich kmiten pfi stojatém vinéni?

A 25 Kdy vznika na okraji stojatého vinéni uzel?

A 26 M¢éni se poloha uzla ptip. kmiten?

12.3 Shrnuti

Stojaté vlnéni vznika interferenci dvou identickych sinusovych vin Z
postupujicich v opacnych smérech. V piipadé struny upevnéné na obou
koncich je vinéni popséano

u(x,t) =2-U -cos(k - x)-sin(w-t).

Uzel (kmitna) je poloha nulové (maximalni) vychylky. Poloha kmiten a uzlt se
neméni.




13  Doppleriv jev

13.1 Teorie

Ze zkuSenosti vime, Ze projede-li kolem nas houkajici vozidlo (obr. 13.1),
vnimame ton houkacky jako vyssi, kdyz se zdroj priblizuje (pozorovatel

na obr. 13.1 dole). Ukaz, 7e kmitoget piijimaného vInéni se méni dle pohybu
pozorovatele nebo zdroje vzhledem k prosttedi, se nazyva Dopplertuv jev.

(ﬁ(())))H%H

? (ﬁm))))m |

obr. 13.1 Sifeni vInéni od vozidla s houkackou v klidu (nahofe) a v pohybu

(dole)

Pro jednoduchost budeme uvazovat pouze piimocary pohyb ve sméru

pozorovatel — zdroj.
(\ ig
-
<
Vo

obr. 13.2 Dopplertv jev pti zdroji v klidu a pohybu pozorovatele smérem ke
zdroji

Nejprve uvazujme stav dle obr. 14.2 | kdy zdroj Z je v klidu a pozorovatel se
pohybuje smérem ke zdroji rychlosti Vvp. Frekvence, kterou zaznamena
pozorovatel f', Ize urcit z frekvence vysilané zdrojem f a vinové délky A
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v
f':f+Af:f+7'°. (13.1)

Protoze dle ( 9.2) je /1:?, kde c je rychlost Sifeni vIinéni, dostaneme po

upravach

(13.2)

obr. 13.3 Dopplertv jev pfi zdroji v klidu a pohybu pozorovatele smérem od
zdroje

V piipad¢ pohybu pozorovatele smérem od zdroje se zméni znaménko pied
rychlosti pohybu pozorovatele a dostaneme

et 133
=t (133
Obecné mizeme rovnice ( 13.2) a ( 13.3) zobecnit do
, ctv,
f'=1. c | (13.4)

obr. 13.4 Dopplertv jev pii pohybu zdroje s pozorovatelem v klidu (zdroj se
pohybuje smérem od pozorovatele vlevo a smérem k pozorovateli vpravo)




V dalsim piipad¢ se pozorovatel nepohybuje a pohybuje se zdroj. Uvazujme
pohyb zdroje smérem k pozorovateli (obr. 13.4 pozorovatel vpravo). Vysledna
vlnova délka A’ je kratsi nez vinova délka vysilana zdrojem A, tedy

wzz—Aﬁzz—f. (13.5)

S vyuzitim (9.2), tj. 4 = (f: dostaneme

A v, € Vv, (13.6)

Upravou rovnice ( 13.6) dostaneme pro pohyb zdroje smérem ke stojicimu

pozorovateli
c
fr="1. :
[C -V, J (137
Analogicky pro pohyb zdroje od pozorovatele dostaneme
C
f'="1. :
(c v, ] (13.8)

Zobecnénim rovnic ( 13.7) a ( 13.8) dostaneme

f'=f-[ ¢ ]. (13.9)

CFv,

Pro obecny pohyb pozorovatele i zdroje (pfimocary) dostaneme frekvenci

pozorovatele
ctv
f’=f-(c$vpj, (13.10)

kde horni znaménka jsou pro pohyb smérem k sobé, tj. rychlost v, [m-s™!] ke
zdroji, rychlost v, [m-s] k pozorovateli, f je frekvence zdroje [Hz] a c je
rychlost §ifeni vInéni [m-s™].

S Dopplerovym jevem se muZeme také setkat u svétla. Na rozdil od zvuku
(mechanickych vin) se svétlo §ifi bez ohledu na prostfedi. Pfedpokladame-li
rychlosti zdroje a pozorovatele podstatné mensi nez je rychlost svétla
dostaneme

u

f'zf{lJ_rJ, (13.11)

CS

kde cs je rychlost svétla, u=

v, ivp‘ je relativni rychlost pohybu zdroje

vzhledem k detektoru. Kladné znaménko v rovnici ( 13.11) je pfi ptiblizovani
se zdroje a detektoru a zaporné naopak. V astronomii se Castéji pouziva vinova
délka nez frekvence, pak dostaneme
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/”L'z/”t(li “]. (13.12)

Rovnici ( 13.12) mizeme upravit

- A .
_A 7 4 C, = j-cs pro svétlo pfi U <<cC,. (13.13)
Pokud se vinova délka zmenSuje, jednd se o "modry posuv" a zdroj a detektor
se priblizuji, v opacném piipadé se jedna o "rudy posuv".

u

Pokud rychlost zdroje v; je vétsi nez rychlost Sifeni vinéni ¢, pak vznika rdzova

vina. Casto se s ni setkdme pfi preletu letadla nadzvukovou rychlosti (obr.
13.5).

razova vina

obr. 13.5 Razova vlna vznikajici pfi letu letadla nadzvukovou rychlosti

Pro razovou vlnu jiz rovnice ( 13.10) neplati. Vlivem Sifeni razové viny vznika
tzv. Machiv kuzel (viz. obr. 13.6). Razova vina je povrch tohoto kuzele.

~.

razova

obr. 13.6 Rdzova vlna

Polovi¢ni thel kuzele @ se nazyva Machtv uhel, ktery vyhovuje vztahu (viz.
obr. 13.6)

. c-t C
sn®=—=—
vty (13.14)

z
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LV .y o . ity . :
Pomér -* se nazyvd Machovo ¢islo, tj. udava jakym nésobkem rychlosti
c

zvuku se zdroj pohybuje.

Kontrolni otazky

Pri pohybu zdroje smérem k pozorovateli bude frekvence zaznamenand
pozorovatelem vyssi nebo nizsi nez frekvence, kterou vysila zdroj?

Priklad 13.1

Viak se pohybuje rychlosti 40 m/s. Strojviidce pusti pistalu, kterd vydava ton
na frekvenci 500 Hz. Urcete frekvenci, kterou slysi pozorovatel ve chvili,
kdyz vlak se od néj vzdaluje. Rychlost Sireni zvuku uvazujme 343 m/s.

ReSeni
Oznacme v; = 40 m-s'l,fZ 500Hz ac =343 ms?, Vp=10 m-st.

Jelikoz se zdroj pohybuje od stojiciho pozorovatele pouzijeme rovnici (
13.8) prip. (13.10)

f,:f( c jz(SOOHZ)'[(s (343m.s") ]resp.

C+V, 43m-s?)+(40m-s?)

eV, [ Ba3m-s?)+(om-s?)]_
b=t (cnzj_(WOHz) {(343m-s'1)+(40m-s'1) - sz

Pozorovatel bude vnimat frekvenci 448 Hz.

Piiklad 13.2

Vozidlo ambulance jede po dalnici rychlosti 120 km/h. Jeji siréna vysila
zvuk o frekvenci 400 Hz. Jakou frekvenci vnima ridic vozidla, které jede
proti ambulanci rychlosti 90 km/h? Jakou frekvenci bude vnimat po minuti
ambulance? (Rychlost zvuku uvazujme 343 m/s.)

ReSeni
Oznacme f = 400 Hz, v,= 120 km/h =33 m-s, vp = 90 km/h =25 m-s.
Pro oba pripady pouzijeme rovnici ( 13.10), ale s vhodnymi znaménky.
Pokud jedou vozidla proti sobé (zdroj i pozorovatel) dostaneme

f_e [CTVe ) . (343m-s'1)+(25m-s'1) N
fr=f (C_V ]_(400Hz) {(343m_s_1)_(33m'3_1) =~ 475 Hz

z

a pokud se minou a vzdaluji od sebe

“

3
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Sy ey R . (343m'3'1)—(25m-s'1) N
f'=1 (C+VZJ_(4OOHZ) {(343msl)+(33m51) ~ 338 Hz.

Ridi¢ vozidla jedouciho proti vozidlu ambulance uslysi zvuk o frekvenci
475 Hz. Az se minou bude 7idic slyset zvuk o frekvenci 338 Hz.

13.2 Autotest

A 27 Pokud se pii Dopplerovu jevu zdroj 1 pozorovatel k sob¢ ptiblizuji bude
frekvence zvuku zaznamenand pozorovatelem vys$s$i nebo nizsi nez je
vysilana?

A 28 Bude-li se v piipadé Dopplerova jevu pohybovat zdroj i pozorovatel
stejnym smérem, bude frekvence zvuku zaznamenand pozorovatelem
vy$si nebo nizsi nez frekvence, kterou vysild zdroj?

13.3 Shrnuti

Pro obecny Doppleriv jev pro pohyb pozorovatele i zdroje (pfimocary)
dostaneme frekvenci pozorovatele

ctv
f,:f.( + p]1
cCFv,

kde rychlost pozorovatele s hornim znaménkem (+vp) je smér pohybu
pozorovatele ke zdroji, rychlost pozorovatele se spodnim znaménkem (-Vp) je
smér pohybu pozorovatele od zdroje, ve jmenovateli je rychlost zdroje s
hornim znaménkem (-v;) smér k pozorovateli, a se spodnim znaménkem (+V;)
smér od pozorovatele.

Pokud je rychlost zdroje vyS$si nez rychlost Sifeni vinéni vznikd rdzova vina,
ktera se popisuje Machovym ¢islem
M=e

C

které udava jakym nasobkem rychlosti vinéni se téleso pohybuje.




14 Ptilohy

Pfi¢na vIna na napjaté struné

Podélné vlna v tenké tyci

Podélné vina uvniti pruzného prostiedi velkych
rozmeéra

Pti¢na vlna uvniti pruzného prostiedi velkych rozmeéra

Vlna na povrchu kapaliny malé hloubky (A >>h)

Vi hu kapaliny velké hloubky (% << h 92,027
na na povrchu kapaliny velké hloubky ( ) V22" pa

Kapiléarni viny - pro velmi malé vinové délky urcuje c-2-7m

vlastnosti viny povrchové napéti \op-A

Gravitacni vlny - pro relativné velké viny urcuje g-4

vlastnosti viny tihova sila 2.1

Podélné viny uvniti velkého prostoru vyplnéného 1

kapalinou Py

.y 7P J 7-R-T

Podélné viny v plynech =

o R
CO CO

Elektromagneticka vlna

\/gr "My n

tabulka 1 Ptehled vybranych typa vin a jejich fazovych rychlosti

Co - rychlost elektromagnetickych vin ve vakuu, g - gravitacni zrychleni,

h - hloubka kapaliny, n - index lomu prostiedi, P - tlak, F - sila, T - teplota,

E - modul pruznosti v tahu, G - modul pruznosti ve smyku,

M - molova hmotnost, R - plynova konstanta, y - stlacitelnost kapaliny,

& - relativni permitivita, y - Poissonova konstanta, A - vinova délka,

1 - hmotnost jednotkové délky struny, v - Poissonovo ¢islo,

& - relativni permeabilita, p - hustota prostiedi, o - povrchové napéti
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16 KIlié

A 16 Vychylka harmonického pohybu je u(t)=u,, -cos(@-t+¢), kde u je
vychylka jako funkce ¢asu, Um je maximalni vychylka (amplituda), o je
uhlova frekvence, t je ¢as a @ je pocatecni faze.

A 2 Pocatecni faze je posunuti harmonické funkce v Case t=0 a faze je cely
argument u harmonické funkce @ =w-t+¢.

A 3 Frekvence je pocet kmitl za jednotku casu, kdezto tihlova frekvence je 2-n
nasobek frekvence.

A 4 Harmonickou funkci lze popsat jak kosinovou tak i sinovou funkci, pouze
pocatecni taze bude mit odliSnou hodnotu.

A 19 Tuhost pruziny K ur¢ime z prodlouZeni pruziny Au pii zatiZeni statickou

silou AF dle rovnice k = ﬁ

Au
A 20 Celkova energie pifi harmonickém tlumeni je neustidle stejnd -
1 , 1

Ezi-m-vm E-k-uf1 - zavisi na tuhosti pruziny K a maximalni

vychylce um nebo na hmotnosti m a maximalni rychlosti Vm.

A 22 Aby matematické nebo fyzické kyvadlo konalo harmonické kmity musi
byt vychylka kmitani mala, tj. aby platilo ¢ =sin ¢.

A 8 Pomoci matematického kyvadla lze méfit tihové zrychleni z rovnice

47t

17 Zmé&fime délku kyvadla a dobu kmitu (periodu).

A 9 Ano, vyuZiva se k tomu momentu setrva¢nosti télesa J =m-| 2 kde m je

hmotnost a | je vzdalenost hmotného bodu od osy otaceni.

A 24 Pribéh vychylky na Case je dan soudinem harmonické a exponencialni
funkce u(t)=U, - -cos(w, -t + @), kde Un je maximéalni amplituda, t
je Cas, O je koeficient tlumeni, ax je thlova frekvence tlumenych kmita a
@ je pocatecni faze.

A 27 Aby tlumeny oscilator s budici silou konal rezonan¢ni kmity, musi thlova
frekvence budici sily vyhovovat rovnici Q, =./w?—2-6%, kde o je
vlastni frekvence netlumenych kmitt a  je koeficient tlumeni.

A 12 Rezonance nastava ve okamziku, kdy uhlova frekvence budici sily
vyhovuje rovnici Q, =./@?—2-6°, kde o je vlastni frekvence
netlumenych kmitd a o je koeficient tltumeni.

A 13 Maximalni amplituda vynucenych tlumenych kmitt je ve chvili, kdyz
budici frekvence se blizi k rezonan¢ni frekvenci.
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A 14 Kmity vzniklé sloZzenim dvou harmonickych kmiti o pfiblizné¢ stejné
frekvenci maji charakter razu.

A 15 Ano jakykoliv periodicky d¢j 1ze vyjadfit sou¢tem harmonickych slozek
(az nekone¢n¢ mnoho) o riznych amplitudich (maximalnich
vychylkach), frekvencich a fazovych posunutich.

A 16 Kmitani je funkci jedné proménné - Cas. Vychylka je ddna Casovym
okamzikem. VInéni je popsano funkci dvou proménnych — ¢asu a polohy.
Vychylka vinéni tedy zavisi na Sifeni vinéni a kmitani bodu.

A 17 Zakladni vinéni je podélné a pti¢né.
A 18 Mechanické vinéni se nemuze Sifit ve vakuu, protoze k Sifeni potiebuje

prostredi.

A 19 Ano, pouzitim vinové rovnice — obsahujici druhé parcidlni derivace a
fazovou rychlost Sifeni.

A 20 Fazova rychlost postupné viny zavisi na vinové délce a periodé resp.
frekvenci kmitani.

A 21 Intenzita vInéni je dllezitd veliina popisujici pfenos energie. Je to
stiedni tok jednotkovou plochou kolmou k pfenosu energie.

A 22 Vznika sinusova vlna, kterd postupuje stejnym smérem , jako obé vychozi
viny.

A 23 Superpozice vinéni popisuje vysledné vinéni vznikajici v misté, kde se
setkava vice vIn. Interference je zvlastni piipad superpozice
harmonickych vin o stejnych frekvencich a stalém rozdilu pocateénich
fazi.

A 24 Vzdélenost dvou sousednich kmiten je polovina vinové délky.

A 25 Uzel na hranici stojatého vinéni vznikéd pifi upevnéném konci nebo pii
pfechodu mezi fidSim a hust§im prostiedi.

A 26 Poloha uzli a kmiten je u stojatého vinéni pevna. Méni se poze okamzita
velikost vychylky v kmitné&.

A 27 Frekvence zvuku, kterou zaznamena pozorovatel, pii pfiblizovani se
zdroje a pozorovatele smérem k sobé bude vyssi.

A 28 Velikost vysledné frekvence bude zavisla na rychlosti zdroje a
pozorovatele a na jejich vzajemné poloze (tj. jeli pozorovatel za zdrojem
nebo pted zdrojem).




