29. listopadu 2011
Jestlize v ptikladech najdete jakoukoli chybu (vypocetni, logickou, gramatickou, slohovou, typografickou aj.), po-

Slete

mi o tom prosim mail. A snazte se byt prvni! :-)

Aktualni verzi tohoto dokumentu najdete na adrese
http://fyzika.fce.vutbr.cz/pub/prikladyl.pdf
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1. Dité na retizkovém kolotoci

Sedacka Tetizkového kolotoce ma i s ditétem hmotnost m = 50kg a pohybuje se rovnomérnym pohybem
po kruznici o poloméru R=10m. Ob&Zna doba sedacky je T=6,28 sekund, takze w = 27 /T = 1s7L.

Nakreslete obrazek, souradnou soustavu a vyznacte pusobici sily. Do obrazku znazornéte soucet sil
(pomoci rovnobézniku). Kterd sila je vysledna?

Pocatek souradné soustavy umistéte do stredu kruznice, po které se pohybuje sedacka kolotoce. Osa z
necht sméruje nahoru.

Predpokladejte, ze poloha sedacky kolotoce zavisi na ¢ase takto: r = [Rsin(wt); R cos(wt); 0]. Deri-
vovanim podle ¢asu vypocitejte rychlost a zrychleni.

Nacrtnéte kruznici (pohled shora) a vyznacte vektor rychlosti a zrychleni.

Vypocitejte velikost rychlosti a velikost zrychleni sedacky.

Vypocitejte vektor (tj. vSechny tii slozky) tahové sily fetézu.

Vypocitejte velikost tahové sily retézu.

Vypocitejte thel mezi tahovou silou fetézu a osou z. Pro vypocet thlu mezi dvéma vektory vyuzijte
vlastnosti skaldrniho souc¢inu A- B = |A| - |B] - cos(«)



Reseni:

Na obrazku jsou zakresleny tfi sily. Neznamena to vsSak, ze na sedacku retizkového kolotoce ptisobi vSechny
tti dohromady. Na sedacku piisobi sily dvé — gravitace G a tah Tetézu T. Jestlize tyto dvé sily secteme,
ziskame vyslednici F. Plati tedy

F=G+T

Vysledna sila F urcuje, jak se bude sedacka pohybovat. Plati to i naopak — jestlize zndme pohyb sedacky,
muzeme vypocitat vyslednou silu F, coz vyuzijeme pti feseni tohoto prikladu. Pohyb sedacky je popsan
polohovym vektorem r. Jestlize jej dvakrat zderivujeme podle casu, zjistime zrychleni. To vynasobime
hmotnosti a ziskame tim vyslednici sil (F = ma).

Vime, ze sedacka kona rovnomeérny pohyb po kruznici s polomérem R, kterd lezi v roviné xy a jeji
stied lezi v pocatku soufadné soustavy. Uhlovou rychlost ozna¢me w. (Plati, ze w = 2%, kde T' je perioda
pohybu). Tento druh pohybu Ize popsat polohovym vektorem

r = [Rsin(wt); Rcos(wt); 0]

Zderivovanim podle ¢asu zjistime rychlost a dalsim zderivovanim zjistime zrychleni.

d

v = d—; = [Rw cos(wt); — Rw sin(wt); 0]
dv 2 2

a = o= [— Rw* sin(wt); — Rw* cos(wt); 0]

Zrychleni vynasobime hmotnosti, ¢imz ziskame vyslednici sil:
F = ma=[-mRw’sin(wt); —mRw?* cos(wt); 0]
O vyslednici sil vime, Ze je slozena z gravitacni sily G a tahové sily fetézu T. Gravitacni silu zndme
G = [0;0; —myg]
a tak muzeme snadno vypocitat silu T (odeéitanim vektort):

F = G+T
T = F -G =[-mRw?sin(wt); —mRw? cos(wt); my|

Je pochopitelné, ze sila T zavisi na case, protoze se kazdym okamzikem méni smér, kterym fetéz musi
tahnout, aby udrzel sedacku na kruhové draze. Jak ale uvidime, velikost tahové sily T jiz na case nezavisi
— Tetéz je namahan stéle stejné velkou silou. Vypocitejme tedy velikost sily T:

T| = JT2+T2+T2 =

— \/(—mRWQ SiIl((Ut))z + (_mez COS(wt))2 + (mg)2 _

= \/m2R2w4 sin?(wt) + m2R2w* cos?(wt) + m2g? =

= m\/R2w4(sin2 (wt) + cos?(wt)) + ¢ =

= my R*w*+¢? =50y/10%- 144+ 102 = 707N



Nyni vypocitejme tihel a, ktery predstavuje odklon fetézu od svislého sméru. Jde tedy o to najit thel mezi
vektorem T a jakymkoli dalsim vektorem, ktery ma svisly smér. Vyberme si nejjednodussi moznost

z =[0;0;1]
coz je vektor ve sméru osy z, jehoz velikost je na prvni pohled rovna jedné.
lz| =1
Pro vypocet hlu mezi dvéma vektory vyuzijeme vlastnosti skalarniho soucinu.

z-T = |z||T] cos(a)

-T -1 T, +1-T,
cos(a) = z :(O O Tyt ):

2| |T| 1+ (my/R2w* + ¢?)

mg g
m\/R2w4 + g2 \/R2w4 + g2

g 10 o
o = arccos | ————| = arccos =45
 R2wt + ¢? V102 - 14 + 102

Hmotnost sedacky se z vypoctu vykratila, coz dobte souhlasi se zkusenosti, ze prazdna sedacka u retizko-
vého kolotoée se vychyli 0 stejny thel jako sedacka s ditétem.

7 s NIV

lv| = (/v2+02+ 02 =+/(Rwcos(wt))? + (—Rwsin(wt))? + 0% =

= \/R2w2(6082(wt) + sin?(wt)) = VR*w? = Rw = 10ms ™"

a poslednim tkolem je vypocet velikosti zrychleni:

la| = (/a2+al+a= v/ (=Rw?sin(wt))? + (—Rw? cos(wt))? + 02 =

= \/R2w4(sin2(wt) + cos?(wt)) = VR%w* = Rw?* = 10m s>

2. Prvni kosmicka rychlost

Hmotnost Zemé je M = 5,98 - 10** kg a jeji polomér (na rovniku) je R, = 6378 km. Gravitacn{ konstanta
je Kk =6,6742 - 1071 m3s~2kg~!. Pfedpokladejte, Ze se tésné nad povrchem Zemé nachézi n&jaké téleso o
hmotnosti m. Déle (hypoteticky) predpoklddejme, Ze Zemé nemd atmosféru, a tak odpor vzduchu muzeme
zanedbat.

e Nakreslete obrazek.
e Vypocitejte velikost zrychleni télesa.
e Vypocitejte, jak velkou rychlost musi mit téleso, aby nikdy nedopadlo na povrch Zemé a pohybovalo
se po kruhové draze.
Tato rychlost se nazjvd proni kosmickd rychlost. Pro dostredivé zrychleni plati a = Rw?.
o Jestlize se téleso pohybuje po kruhové draze, za jak dlouho obleti zemékouli?
Resent:
Ze zadani prikladu plyne, Zze mame uvazovat téleso, které se nedotykd povrchu Zemé. To je velmi prizniva
situace, protoze nemusime uvazovat silu, kterou povrch Zemé ptisobi na téleso. Z Newtonova gravitacniho

zékona vypocitame silu, ktera plisobi na téleso. Nasledné silu vydélime hmotnosti télesa a tim ziskame

jeho zrychleni:

mM

F = k— e

F M
m

= —981ms2



Za R dosadime vzdélenost od stfedu Zemé a dostavame znamou hodnotu 9,81. Je ziejmé, ze zrychleni
télesa nezavisi na jeho hmotnosti (ta se z vypoctu vykratila) ani na rychlosti. At se bude téleso pohybovat

jakkoli, jeho zrychleni bude vzdy rovno
M
a = Kﬁ
Toto zrychleni muze mit rizné dusledky. Napiiklad zptisobuje zpomalovani vzhiiru vrzeného télesa, nartis-
tani rychlosti pri volném padu, zakriveni drahy u sikmého vrhu a podobné.

Vzhledem k tomu, zZe zrychleni smétuje vzdy do stredu Zemé, dokaze za vhodnych podminek udrZet téleso
na kruhové drdze a plni tak funkci dostedivého zrychleni o velikosti Rw?. Musi platit, Ze

M
Rw _Kﬁ

Déle vyuzijeme vztahu pro tihlovou rychlost pfi rovhomérném pohybu po kruznici: w = v/R.

R R?
Rv? = kM
B kM
" T V'R

Dosadime-li za R polomér Zemé, muzeme vypocitat prvni kosmickou rychlost

B \/6, 6742 - 1011 - 5,98 - 1024

6378 . 10° =7911ms '~ 7,9kms™"

coZ je nejnizsi (teoretickd) rychlost, kterou musi mit téleso, aby se z néj stala uméla druzice. Jednu periodu
obéhu opét zjistime ze vztahu w = v/R, pficemz w = 2r f = 27/T.

27r_v
T R
27
T = R
v

Mohli jsme uvazovat i tak, ze perioda je obvod zemékoule lomeno rychlost druzice. Rychlost v jiz zndme
z predchoziho vypoctu.

27‘(’R R 1 3
T = =92 R2 2
Ry \/— \/—

l\J

- 2 (6378 - 10%)*/? = 5066 s ~ 84 minut

V/6,6742 - 10711 . 5 98 - 1024
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Coz je necelych jeden a ptul hodiny. Vypoctené hodnoty plati pro pohyb tésné nad povrchem Zemé. Ve
skutecnosti vSak musi byt druzice alesponi ve vysce 300 km od povrchu Zemé, jinak by byl jejich pohyb
prilis zpomalovan pritomnosti atmosféry, jejiz ucinky jsme dosud zanedbavali.

Na zéakladé predchazejicich dvah bychom mohli snadno vypocitat obéznou dobu Mésice (coz je zhruba
jeden mésic), piipadné vysku geostacionarni druzice, jejiz obéZné doba je pravé jeden den a proto se nachézi
nad stale stejnym mistem povrchu Zemé.

Za jasnych noci je mozné pozorovat na obloze pomalu se pohybujici svételné body. Jednd se o blizké
druzice s kratkou obéznou dobou, kterd byva pouze nékolik hodin (zkuste ovéfit vypoctem).

3. Tenisté odpalili vodorovné micky

Tii tenisté, Ensac Ués, Uon Dap a Odyk Cim vodorovné odpalili ve stejny okamzik micky z vysky
h=1.5metrtt nad povrchem hiigté. Prvni micek mél rychlost v;=20m s}, druhy mél rychlost vo=40ms~!
a tieti v3=60ms*.

e Nakreslete obrazek, a zvolte souradnou soustavu.

e Urcete, v jakych casovych intervalech dopadnou micky na zem?

4. Atlet hodil ostép

Atlet hodil ostép do vzdalenosti [=60m. Let ostépu trval 3sekundy. O kolik metrit by mohl atlet svij
vykon zlepsit, kdyby hodil pod optiméalnim thlem 45°7

Nakreslete obrazek, zvolte souradnou soustavu a zakreslete pusobici silu.

V souladu se zvolenou souradnou soustavou urcete vektor zrychleni ostépu.

Zrychleni integrujte podle ¢asu, ¢imz ziskate rychlost. Dalsi integraci vypocitejte polohu.
Integracni konstanty v tomto pripade predstavuji pocatecni podminky.

Ze vzdalenosti dopadu a doby letu ostépu vypocitejte velikost poc¢atecéni rychlosti.
e Vypocitejte vzdalenost dopadu pro stejné velkou pocatecni rychlost a tithel hodu zménény na 45°.

Resent:

l

Ulohu si zjednodusime tim, Ze zanedbame odpor vzduchu a navic nebudeme uvazovat vysku atleta. Pied-
pokladame tedy, Ze ostép byl hozen z povrchu zemé. Pocatek souradné soustavy zvolime do mista, odkud
byl ostép hozen. Osa x povede vodorovné a bude protinat misto dopadu ostépu. Osa y nechf sméruje
vzhiru. Po celou dobu letu ostépu na néj ptisobi pouze gravitacni sila, ktera vsem predméttim bez ohledu
na jejich hmotnost ¢i rychlost udéluje zrychleni g smérem doli. To znamena, ze vektor zrychleni bude mit
slozky

a=0; —g]

Zintegrujeme-li zrychleni podle ¢asu, dostaneme rychlost. Integral bude neurcity, a tak zname jeho vysledek
az na integracni konstanty, které maji v tomto pripadé vyznam pocatecni rychlosti, tj. rychlosti v bodé A,
kterou muzeme zapsat

Vao = [UA;c; UAy]

P1i integraci vektoru integrujeme kazdou jeho slozku zvlast. Pro z-ovou slozku rychlosti dostavame

Ux:/azdt:/Odt:()—l—vAm:vAx

5



Jak je vidét, ve vodorovném smeéru se ostép pohybuje rovnomérné, protoze rychlost v ose z se neméni.
Nyni vypocitame rychlost v ose y:

vy:/aydt:/—gdt:—gt+vAy

Ze zrychleni jsme integraci vypocitali vektor rychlosti
V = [Vaz; —gt + Vay]

a obdobnym zpusobem vypocitame z rychlosti polohu r. Rychlost zintegrujeme podle ¢asu, pricemz inte-
gracni podminky budou mit vyznam pocatecni polohy, tj. polohy ostépu ve fazi A. Pravé tam jsme ale
zvolili pocatek souradné soustavy, a tak pocatecni poloha ostépu bude nulova

ry = [raz;ray] = [0;0]

a integracni konstanty budou téz nulové. Vypocitame x-ovou i ypsilonovou slozku polohy:

Ty — /vx dt = /vAx dt = vaxt + 14r = Vagt
L s L s
Ty, = vydt = [ (=gt +va,)dt = —égt + vyt + 12y = —§gt + vyt
Zjistili jsme, 7Ze poloha ostépu zavisi na case takto:

1 2
r= vAxt;—igt + vgyt

Ze zadani vime, ze ostép dopadne po trech sekundéach letu do vzdalenosti [. P¥i dopadu ostépu bude jeho
y-ova soutradnice nulova. Dopad ostépu odpovida stavu B, takze miizeme psat

1
rg = {UA:ptBQ —EQtQB + UAth} = [;0]

a z toho ziskavame dvé rovnice o dvou neznamych v4, a v4,. ReSenim ziskdme vektor pocatecni rychlosti:

I UAa:tB = 1
Vay = — =20ms !
iB
L
II. — §gtB+vAth =0
1
—égtB +UAy =0
1
Vay = 59753 =15ms™ !

Pocatecni rychlost v4 ma slozky

I 1
vy = [—; —gtB} = [20;15]ms™*
tg 2

a jeji velikost je

1\? /1 2
lva| = /v, +v%y = \/(t_) + (ggt3> =25ms*
B

Nyni predpokladejme, ze atlet hodi ostép stejné velkou rychlosti (tu budeme znacit v4), ale pod pozmé-
nénym thlem o = 45°. Vektor pocatecni rychlosti tak bude mit slozky

Vi = [Vaz; Vay] = [v4 cos(a); vasin(a)]



Je ziejmé, ze pro pohyb oStépu budou platit stejné iivahy, které nas dovedly k vyse uvedené soustavé dvou
rovnic oznacené I. a Il.. Druhou rovnici pouzijme k vypoctu casu, kdy ostép dopadne na zem:

1
II. —§gt23+vAth = 0

1, _
—égtB—{—vAsm(a)tB =0

vasin(a) = 59153
o+ si

fy = 2vasin(@) .o
g

Je vidét, ze ostép poleti po delsi ¢as nez v prvnim pripadé. Dobu letu dosadime do prvni rovnice a z ni
vypocteme vzdalenost dopadu:

1. Vaztp = !
o+ si
I = vastp =vacos(a)tp = v COS(a)M N
g
02 ) 2 gin(2
_ 2 cos(a) sin(«) _ U sin(2a) = 62,5m

g g

Pro posledni apravu vyrazu byl pouzit vzorec pro sinus dvojnasobného argumentu
2 cos(a) sin(a) = sin(2«)

ale pro ¢iselné dosazeni to nebylo nutné. Atlet by tedy mohl zlepsit sviij vykon priblizné o 2,5 metru.
V zadéani je Teceno, ze uhel 45° je optimalni, tedy Ze ostép dolétne pri tomto thlu nejdale. Je mozné to
i matematicky dokéazat tim, ze vztah pro vzdalenost zderivujeme podle ihlu a polozime rovno nule, tj.
budeme hledat extrém, v nasem pripadé maximum.

d (UiSin(Za))
0 = — (AP
da

g
0 — v cos(2ar)2
9
0 = cos(2a)
T
T _ 9
5 o
m
= — =~ 45°
“ T

Hledani optimalniho thlu sice nebylo soucasti zadani, ale vypocet bylo vhodné uvést pro potvrzeni vse-
obecné znamé skutecnosti, ze nejlepsi je hazet pod thlem 45°. Je ale nutné dodat, ze vrcholovi ostépari
musi brat v uvahu odpor vzduchu, jeho aerodynamicky vztlak, a vysSku své postavy, a tak se uvadi, ze
optimalni ihel je 33°. To vsak neni mozné dokézat pri nasich zjednodusujicich predstavach.

5. Odrazy skakaci kulicky

Na desku stolu byla volné pusténa skékaci kulicka. Pomoci mikrofonu a zvukové karty pocitace bylo zmeé-
feno, ze mezi prvnimi dvéma odrazy uplynula doba jedné sekundy. Treti naraz se ozval jiz po 0,8 sekundy
po druhém.

Nakreslete obrazek, zvolte souradnou osu a urcete zrychleni kulicky:.

Ze zrychleni vyjadrete rychlost pomoci integrace podle casu.

Integraci rychlosti podle ¢asu zjistéte zavislost polohy na case.

Vypocitejte rychlosti kulicky tésné po odrazech.
e Vypocitejte koeficient restituce.



e Vypocitejte obé vysky, do kterych kulicka vyskocila.

Reseni:

D E F

Situaci vystihuje pravd ¢ast obrazku, protoze pohyb se déje pouze ve svislé ose a kulicka dopadéa kolmo na
desku. Bylo by vsSak obtizné do jedné osy zakreslit vSsechny faze déje. V levé Casti obrazku proto vidime
sikmy dopad, ktery slouzi pouze pro nazornost.

Pohyb kulicky si mtizeme predstavit jako dva svislé vrhy, jeden se odehrava ve fazich A az C, druhy ve
fazich D az F. Oba se chovaji podle stejnych zékonitosti, takze staci vyresit pouze prvni vrh. Pti vypoctu
si vystacime s jedinou soutadnou osou z, kterd bude smérovat vzhiiru a jeji poc¢atek umistime na povrch
desky. Po celou dobu letu ptisobi na kulicku pouze gravitacni zrychleni, takze mtzeme psat

a=[—yg|

Jestlize zrychleni zintegrujeme podle casu, ziskame tim zavislost rychlosti na case.

v(t) :/adt

Zrychleni je konstanta, takze ji mizeme vytknout pred integral. Integral je vsak neuwrcity, a tak jeho
vysledek zname az na integracni konstantu. Ta ma v nasem pripadé vyznam pocatecni rychlosti v4.

v(t) = /—gdt = —gt+va

Nyni zintegrujeme rychlost v(¢) a tim vypocitame zévislost polohy na ¢ase. Integracni konstanta mé v tomto
pripadé vyznam pocatecni polohy 74, ale ta je nulova, protoze jsme pocatek souradné soustavy umistili
na povrch desky (viz obréazek).

r(t) = /v(t) dt = /(—gt+vA)dt = —%th +vat

Dale vime, Ze ¢as t = to odpovida okamziku, kdy kulicka podruhé dopadla a jeji poloha r¢ je opét nulova.
7, toho vypocitame jeji pocatecni rychlost vy4:

1 2
—§gtC+UAtC = Tc
1

—§gt%+UAtC =0

1
—§gtc +v4 = 0

Vg = §gtc =5ms!

Coz odpovida rychlosti po prvnim odrazu. Stejnou tvahou bychom vypocitali rychlost vp, tedy rychlost
po druhém odrazu.
1

Up = §gtp =4ms~



Koeficient restituce je podil vzdjemnych rychlosti dvou téles tésné po srazce (stav D) a vzajemnych rychlosti
tésné pred srazkou (stav C'). Jednim z téles je deska stolu. Jeji rychlost ozna¢me V' a mizeme ji povazovat
za nulovou (V' = 0). Rychlost v¢ nezndme, ale zato zndme v g4, kterd je stejné velkd, jen opacné orientované
(ve = —v4). Lze to i dokazat:

1 1
vo = —gto+va=—gto+59tc = —5gto = —5ms !

Tedy rychlost, s jakou vylétla je stejné velka, jako rychlost, kterou dopadla. Koeficient restituce se v nasem
pripadé vypocita
vp =V Up %9 tp lp
C — fr — 1 = — =
V—ve —vo —(—39tc) tc

4
~=0,8
5 )

Dalsim tkolem je spocitat, do jaké vysky kulicka vyskoci, coz odpovida stavu B. Nejprve musime vypocitat
Cas tg, kdy je kulicka v ,mrtvém bodé“ — jeji vyska rp je maximalni a jeji rychlost nulova (v = 0).

—gtp +vy = vp
—gtg+va = 0
—gtp = —vyu
VA 1 1 tc
t = _— = - t _ = —
B g 29 Cg 9

Vysledek neni nijak prekvapivy, maximélni vysky kulicka dosdhne v poloviné ¢asu svého letu. Cas tg
dosadime do vztahu pro vypocet polohy a tim ziskame vysledek rp5:

1 1 [(te\® 1 te
= ——gt? tg = —=g | = —gtc | = | =
B 59t T vatp 29<2) +290(2
L2 gte gttt gtt gt
294 T4 s T a g W

Obdobny vztah musi platit i pro druhou fazi letu. Vypocitejme rg:

gts

T:O,Sm

TE =

Kuli¢ka vylétne do mensi vysky nez v prvni fazi, coz se dalo ocekavat.

6. Rovnoviha (vodorovna deska, svisla sténa, provaz)

Vodorovna deska o délce I = 2m a hmotnosti m = 8kg drzi ve stabilni poloze diky provazu a svislé sténé.
Provaz je pripevnén na jednom konci desky, vede sikmo vzhuru a je uchycen na sténu. Opacny konec desky
se dotyka stény a v dusledku tfeni nesklouzne. Rozdil vysek mezi dolnim a hornim koncem provazu ¢ini
d = 1m. Vypoctéte tahovou silu provazu. Jakou silou ptisobi sténa na desku?

e Nakreslete obrazek, vyznacte plisobici sily a souradnou soustavu.

e V souladu se zvolenou souradnou soustavou rozepiste vektory sil, jejich ramena a momenty.
e Napiste podminky pro statickou rovnovahu.

e Vyfteste vzniklou soustavu rovnic.

e Dosadte ¢iselné hodnoty, urcete velikosti vSech piisobicich sil a napiste odpovéd.

Resent:



N\ ‘ l

Na desku pusobi t1i sily — tahova sila provazu Fy, gravitacni sila G a sila Fy, kterou pusobi sténa na desku.
U tahové sily F; zname smér pusobeni, protoze vime, ze pusobi podél provazu. Nezname ale jeji velikost.
Tu ozna¢me F). Soutadnou soustavu zvolime naptiklad tak, ze jeji poc¢atek bude v misté, kde se deska
dotyka stény (viz obrazek). MuzZeme psat, Ze

re = [=10;0]
F, = [Ficos(a); Fysin(a);0]
Mg, =rp, x F; = [0;0; =1 F} sin(«)]

Déle rozepisme gravitacni silu G. U té zname vsechny informace. Velikost a smér jsou dany hmotnosti

vV

[
ro = _—5;0;0]
G = [0;—mg;0]
[ [
MGZI'(;XG = 0,07%}

Zbyvéa rozepsat silu F,. Jeji pusobisté je ptimo v poc¢atku souradné soustavy, a proto je jeji moment nulovy.
Slozky vektoru sily oznacme Fb, a Fh,. Ani jednu z nich nezname.

re, = [0;0;0]
F2 == [FQI;FQy;O]
MF2:I'F2XF2 = [0,070]

Deska setrva ve statické rovnovaze, je-li soucet vsech sil nulovy, tj. F; + G + F» = [0;0; 0]

I. Ficos(a)+ Fo, =0
II. Fysin(a) —mg+ Fpy =0

a soucasné soucet momentu sil také nulovy, tj. Mg, + Mg + Mg, = [0;0;0].

Img

II1. ~1Fsin(a) + == =0

Ziskali jsme tfi rovnice o tfech neznamych Fi, Iy, a Fy,. Tieti rovnice obsahuje pouze neznamou f7, a
tak ji mizeme ptrimo vypocitat:

l
—l Fysin(a) + % =0
—Fysin(a) + % = 0
Fisin(a) = %
mg
Po= 9
! 2sin(a)

10



Tento vysledek dosadime do prvni i druhé rovnice a vypocitame zbyvajici dvé neznamé Iy, a F5,. ReSenim
prvni rovnice ziskame F5,

Ficos(a)+ Fo, = 0

mg
F, =0
2sin(a) cos(a) + £

mg

Py = —

? 2sin(a) cos(a)
mg

Py = -9

2 2 tan(«)

a vyfeSenim druhé rovnice vypocteme F,:

Fysin(a) —mg+Fy, = 0

mg .
- Fy = 0
2sin(«) sin(@) = mg + By
m
TQ —mg + ng = 0
mg
—7—{—ng = 0
m
By = %
Nyni muzeme napsat vektor sily F
F, = [Fcos(a); Fisin(a);0] =
mg mg .
. 0| =
[2 sin(«) cos(a); 2 sin(a) sin(@); }
mg_ .My .,
2tan(a)’ 27

a vektor sily Fs:

myg myg
F, — |— AL
? [ 2tan(a)’ 2 ’0]

Na prvni pohled je ztejmé, ze velikosti obou sil musi byt stejné, protoze se lisi pouze znaménkem u z-ové
soutadnice. Velikost sily F; (a tudiz i Fy) jsme piimo vypodcitali ze t¥eti rovnice. Plati, ze

Py = |F| = |FR)|

takze TeSeni celého prikladu je témér u konce a zbyva dosadit ¢iselné hodnoty. Ve vztazich se vyskytuje
thel o — ten sice primo nezname, ale z obrazku vyplyva, ze zname jeho tangens

d
tan(a) = 7

takze vektory obou sil lze pfepsat pomoci d a [ a vycislit:

mg — mg mgl mg 8§-10-2 8-10
F, LN S — . -0l = [80:40:01 N
! [Qtan(a)’Q’] [2d’2’] {2.1’ 2 [80; 40; 0
mg — mg mgl mg 8§-10-2 8-10
F, — _ RSAC S It AP . . . — [—80: 40: N
? { 2tan(a)’ 2 ] { 24 2 ’0} { 2.1 7 2 ’0} [=80;40:0)

Na zaver vypocitame velikosti obou sil:

w16 = () (- (5 0)-

2 2
mg l 8-10 2 .
5 (d) + 5 1 + 89

Tahova sila provazu je stejné velka jako sila, kterou ptisobi sténa na desku. Obé sily jsou zrcadlové syme-
trické.

11



7. Rovnovaha (deska, podlaha, vodorovny provaz)

Deska o hmotnosti m=8 kg stoji sikmo na podlaze, pricemz ve stabilni rovnovaze ji drzi vodorovny provaz,
ktery je uchycen za jeji horni konec. Uhel mezi deskou a podlahou ¢ini o = 60°. Piedpokladejme, zZe tfeni
mezi podlahou a deskou je dostatecné k tomu, aby deska nesklouzla.

e Nakreslete obrazek, vyznacte ptisobici sily a souradnou soustavu.

V souladu se zvolenou souradnou soustavou rozepiste vektory sil, jejich ramena a momenty.

Napiste podminky pro statickou rovnovahu.

Vyfteste vzniklou soustavu rovnic.

Vypocitejte tahovou silu provazu a silu, kterou ptisobi podlaha na desku.

/

Resenti:

z

Na desku ptisobi tii sily. Sila F;, kterou tahne provaz, dale gravitacni sila G a treti sila je Fy, kterou plisobi
podlaha na desku. Situaci zvolme tak, ze se deska bude z naseho pohledu naklanét smérem doprava, a
tak provaz ji bude tahnout smérem doleva. Pocatek souradné soustavy umistime na dolni konec desky
— viz obrézek. Rozepiseme ramena jednotlivych sil (tj. souradnice jejich ptsobist), slozky sil a pomoci
vektorového soucinu vyjadiime u kazdé sily jeji moment.

Sila F; ma plisobisté na hornim konci desky a piisobi pouze vodorovné, takze mé nenulovou slozku jen
vV ose T:

re, = [lcos(a);lsin();0]
Fi = [-F;0;0]
Mg, =rr, x F = [0;0; Filsin(«a)]

Vvewv

rg = 5 cos(a); ésin(a); 0]
G = [0;—mg;0]
[ l
Mg=rs; xG = |0;0; —% cos(a)}

Sila F; ma nulové rameno, protoze do jejiho ptisobisté jsme umistili poc¢atek souradné soustavy. Z toho
vyplyva, Ze i jeji moment bude nulovy. U této sily nezndme ani x-ovou ani y-ovou slozku:

re, = [0;0;0]
F2 - [F2x;F2y;O]
MF2 =1rIp X F, = [0§0;O]
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Abychom dokazali urcit vSechny sily, musime vypocitat tfi neznamé: Fi, Fy, a Fy,. K tomu vyuZijeme pod-
minek pro statickou rovnovahu. Ma-li deska setrvat ve statické rovnovaze, musi byt soucet vsech ptisobicich
sil nulovy a soucet jejich momentt také nulovy. Ze souctu sil vyplyvaji dvé rovnice

F1+G+F2 = [0,0,0]
[. _F1+F2m - O
II. —mg+Fy = 0

Piicemz z druhé rovnice mizeme ihned vypocitat nezndmou Fy,:
Fyy, =mg

Déle vime, ze soucet momentt sil musi byt také nulovy, z ¢ehoz nam plyne dalsi rovnice, v poradi treti.
7 té muzeme primo vypocitat Fi:

M, + Mg + Mp, = [0;0;0]
I11. Fylsin(a) — ngl cos(a) = 0
F sin(a) — % cos(a) = 0
Fisin(a) = —=cos(«)

mg cos(a) mg

F pummy pu—
! 2 sin(a)  2tan(a)

Jestlize F; dosadime do prvni rovnice, ziskdme posledni chybéjici neznamou Fi,:

5 tFkw =0

mg

Fy, —
? 2 tan(a)

Nyni zndme vSechny slozky u obou sil F; a F; a mtizeme je vyjadrit ¢iselné. Stoji za povsSimnuti, ze vysledek
nezalezi na délce desky.

mg )

FF = |—————:0:0] =[—-23:0:0|N
! [ 2tan(a)’ } [ 0;0)
mg )

Fo = |—29 mgi0| = [23;80;0]N
2 {2tan(a)’mg’ :| [ ) ) ]

Velikost sily F; je na prvni pohled rovna 23 N. Zbyva zjistit velikost sily Fo:

Fl - \/(th—ng(a)) mg)? =g |1 12 83N

A tim je vypocet u konce. Tahové sila provazu je 23 N, pricemz podlaha ptsobi na desku silou o velikosti
priblizné 83 N.

8. Naméahani zasuvky

Vypocitejte namahani zasuvky stolu v riznych situacich — je-li zasunuta, zpola vysunuta, a témér zcela
vysunuta. Predpokladejte, ze se zasuvka dotyka stolu pouze ve dvou bodech, pricemz jeden bod je v misté

nachazi v jejim stredu.

e Nakreslete obrazek, zvolte souradnou soustavu a zakreslete ptisobici sily.
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e Rozepiste souradnice plisobist sil, slozky sil a jejich momenty.
e Vyjadrete podminky pro statickou rovnovahu. Ty povedou na soustavu rovnic, kterou vyreste.

e Vypocitejte pusobici sily pro zadané situace a stanovte, kterym smérem budou sily ptsobit.
Viysledky slovné okomentujte a nakreslete.

Resent:
l
—dad
|
YF
> FiA
h y ;
T G
| /

¥

Zasuvka ma délku [ a miru jejiho vysunuti bude popisovat rozmér d, ktery v nasem pripadé predstavuje
vzdalenost mezi body, kterymi se zasuvka dotyka stolu. Na zasuvku ptsobi tii sily, F;, F; a G. Sily, jejich
pusobisté a momenty budeme vyjadrovat ve vztazné soustaveé, jejiz pocatek si zvolme napiiklad na dolni
okraj zadni stény zasuvky — viz obrazek. Nyni rozeberme silu F;. Tou méame na mysli silu, kterou plisobi
stul na zasuvku v misté predni stény stolu. Bod, ve kterém sila ptusobi, se nachézi na ose x ve vzdalenosti
d od pocatku souradné soustavy. Sila F; je svisld, takze bude mit nenulovou slozku pouze v ose y. Pomoci
vektorového soucinu pak vypocitame moment sily.

rey = [d;0;0]
F, = [O;FI;O]

MFl:rFl><Fl [O,O7dF1]

Dalsi silou, ktera ptisobi na zasuvku, je sila gravitacni G. Jeji ptisobisté je v tézisti zasuvky. Pro jednodu-
chost! predpokladejme, Ze zasuvka ma tézisté uprostfed. Abychom mohli vyjadfit stied zasuvky v ose z a
y, musime zavést i vysku zasuvky, kterou ozna¢me h. Jde ale pouze o formalni zalezitost, protoze posunuti
plisobisté ve sméru pisobeni sily nema na moment sily zadny vliv. U gravitacni sily nyni rozepiseme jeji
pusobisté, slozky a vypocitame jeji moment.

1 h
ra = _§7§JO:|
G = [0;—mg;0]
I !
Mg=rsxG = 0;0;—%}

Treti a posledni silou, ktera na zasuvku ptisobi, je sila Fy, kterd ma ptisobisté v misté, kde se stil dotyka
zadni stény zasuvky. Nelze vsak fict jednoznacné, kde tento bod lezi, protoze to zélezi na situaci. Obrazek
znazornuje situaci, kdy je zasuvka vysunuta a stycny bod se nachazi na hornim okraji zasuvky. Nicméné
zcela zasunuta zasuvka se stolu dotyka svym dolnim okrajem. Prechod mezi témito dvéma stavy je jisté
kazdému znam — pri vysouvani zasuvky se ozve slaby naraz priblizné ve chvili, kdy zasuvku vysuneme vice
nez do poloviny jeji délky. V tom okamziku se zméni ptisobisté sily F, ale na nas vypocet to nastésti nemé
zadny vliv, protoze moment sily zlistane stejny. Slozky sily F; rozepiSeme v souladu s obrazkem, kde tato
sila piisobi smérem dolti. Je to pouze pocatecni volba a v dalsim vypoctu se ukaze, ze sila pri vysouvani
zasuvky méni svij smeér.

rry = [O§ h; O]
F, = [OQ —Fz;o]
MFQII’FQXFQ = [0,0,0]

'Reéln4 situace byvé spide takova, ze zdsuvka neni vyvazZena a jeji téZisté neni uprostied. To by se v naSem piikladu projevilo pouze
zménou pusobisté gravitacni sily, jinak feSeni zlustava stejné.
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Jak vidime, moment sily F; je nulovy bez ohledu na to, v jaké vysce h se jeji ptisobisté nachazi.

Méame dvé neznamé, Fy a F,. Z podminek rovnovahy ziskdme dvé rovnice, ze kterych lze neznamé
vypocitat. Ma-li zasuvka setrvat ve statické rovnovaze, musi byt soucet vsech sil nulovy, z ¢ehoz dostaneme
prvni rovnici

F1+G+F2 == [0,0,0]
I. F1 —mg — F2 =0
Dale musi platit, Ze soucet vsech momenti sil musi byt taktéz nulovy, coz vede na druhou rovnici. Z té
muzeme urcit silu Fi:
Mgy + Mg + Mg, = [0;0; 0]

l
. dF - % ~ 0
Im
dFl - Tg
Img
P = —
! 2d
Silu F} dosadime do prvni rovnice a tim ziskame silu Fs.
m
Q_j —mg — F2 = 0
Im
F2 = 2—5 —mg

Konkrétni vyéisleni sil nyni provedeme pro rizné faze vysunuti zasuvky. Nejprve predpokladejme, ze
zasuvka je zcela zasunuta, coz znamena, ze d = [. Pak plati

po= Mg _mg
21 2
Img mg
Fr, = — — - 7
2 2t T
F, = [0; Fy;0] = [0;25;0]
F, = [0;—F5;0] = [0;25;0]

Vidime, ze sila F, vysla opacné, nez jsme ji zvolili na pocatku. Obé sily jsou stejné velké a orientované
smérem nahoru. Kazdé ptsobi na jednom konci zasuvky a nese pravé polovinu jeji tihy.
Dalsi situaci, kterou mame rozebrat, je zasuvka zpola vysunuta. V takovém pripadé plati, Zze d = %:

Im
= —lg:mg
23
[
= g—mg:mg—mg:O
23
F, = [0; Fy;0] = [0;50;0]
F, = [0;—F5;0]=10;0;0]

Nyni sila Fy zcela vymizela a celou tihu zasuvky nese pouze sila F; sméfujici nahoru. Pusobisté sily F;

Vviev

rovnovahu. Zasuvka se vzdy preklopi na jednu ¢i druhou stranu.

Zbyva popsat posledni situaci, kdy je zasuvka vysunuta. Neni mozné vypocitat jeji uplné vysunuti,
protoze za d nelze dosadit nulu — nulou nelze délit. PTi pokusu tento stav realizovat by zasuvka nejspise
vypadla ven ze stolu. Mlizeme pouze uvazovat situaci, kterd je tomuto blizka, tedy si predstavme témer
zcela vysunutou zasuvku, kdy se d blizi nule, d — 0:

F1 — +OO
F2 — —|—OO
F, — [0;Fy;0] = [0;00;0]
Fy — [0;—F5;0] = [0; —00; 0]
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Sila F; bude smérovat nahoru, sila F, doli a jejich velikost bude nartstat do takové miry, ze néjaké misto
pravdépodobné tak velké namahani nevydrzi a zasuvka se vlastni vahou vypaci ven. Poniceni zasuvky ¢i
stolu 1ze predejit dostatecnou vuli, diky které se zasuvka prestane dotykat stolu svym hornim okrajem a
vypadne diiv, nez sily narostou do nebezpeénych hodnot a néco poskodi.

9. Vypocet tézisté, stabilita rovnovahy (tfi Spejle)

Téleso, které je znazornéno na obrazku, je tvoreno tfemi Spejlemi, které jsou spojeny v jednom bodé. Svisla
spejle o délce d=6 cm méa na dolnim konci hrot, jimz se dotyka pevné podlozky a kolem néjz se miize téleso
otacet a kyvat. Zbyvajici dvé sSpejle tvori symetricka ramena o délce [=30cm a sviraji se svislici thel
a=60°.

Zvolte souradnou soustavu (naptiklad tak, ze jeji pocatek bude v misté spojeni vSech Spejli, osa y
bude sméfovat nahoru a osa x doprava)

Vviev
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spejli). Rozepiste prislusné polohové vektory.
iy Mk
D iy M

Z defini¢niho vztahu T =

vypocitejte polohu tézisté. Predpokladejte, Ze hmotnost Spejle

je umeérna jeji délce.

Na zékladé polohy tézisté rozhodnéte, zda bude rovnovaha stabilni ¢i labilni.

Resenti:

o
rn = |——sina;——=cosa
2 2
[ d
rn = _07—5
1. [
r; = |—sino;——=coso
|2 T2
d
mp =mMmMsg =1mMm mgzim
n
Yo il mif 4+ Mol + mars
T p— n pu— p—
Zizlmz‘ my + Mg + M3
N | d ._d Laing: L
m[—§s1na, 2cosoz}—i—lm[o, 2}+m[281na, 2cosa]

n m+%m+m a

[—%sina; —%cosa] —l—% [O; —g] + [% sin «; —%cosa]

1+4+1
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[—%sina;—%cosa] +07l [0; —g] + [% sin «; —%cosa]

442
[—ésina+0+ésina;—écosa—%—écosa]
= %+2 =

. _d?
B [0,—g—lcosa}_ '—‘é—j—lcosoz
a 4y ST 442

T = [0;-7,1]cm

Vvev

vV

stabilni polohy.

10. Stabilita vano¢éniho stromecku

Punta se pokousi shodit dvoumetrovy vanocni stromecek vodorovnym tahem za elektrickou sntru, ktera
je zachycena za vétvicku ve vysi pul metru nad zemi (tj. ve ¢tvrtiné vysky). Hmotnost stromecku je 10 kg,
jeho téziste je ve tretiné jeho vysky a pramér stojanu je 40 cm. Jakou nejmensi silou musi Punta piisobit,
aby se zdaril jeho timysl? Jak velkou silou pak bude pusobit podlaha na stojan stromecku?

e Nakreslete obrazek, vyznacte pusobici sily a souradny systém

e V souladu se zvolenym souradnym systémem rozepiste vektory sil, jejich ramena a momenty.

e Napiste podminky pro statickou rovnovahu.

e Vyteste vzniklou soustavu rovnic.

e Dosadte ¢iselné hodnoty, urcete velikosti vSech ptisobicich sil a napiste odpovéd.

Reseni:

detail:

treti silou je Fy, coz je sila, kterou ptisobi podlaha na stojan stromecku. Pocatek souradné soustavy zvolime
naptiklad tak, aby jeji pocatek byl v pilisobisti sily F;. Osa x necht smétuje doprava, osa y nahoru. Roze-
piseme slozky jednotlivych sil, souradnice jejich plisobist a pomoci vektorového soucinu zjistime momenty

sil. Sila Fy:

d 1
rr, = [—551;0}
Fi = [F.:;0;0]



I l
IVIF1 =rp X F1 = 0,0,—F1x—:|

Gravitacni sila G:

[ d
— ——-2:0
ra i 27 3) :|
G = [0;—mg;0]
i d
Mg =r;xG — 0;0;%1
Sila FQZ
re, = [0;0;0]
F2 = [FQI;F2y;O]
MF2 =1rp, X F, = [OQO;O]

Téleso setrva ve statické rovnovaze, je-li soucet sil nulovy tj. F; + G + F, =0
[. le -+ FQI == 0
Il. —mg+ Iy =0

a soucasné soucet momentt sil také nulovy, tj. Mg, + Mg + Mg, = 0.

[ dmg
Il — F,— + —=
LV

Méame tedy tii rovnice o tfech nezndmych Fy,, I, a Iy,. Z druhé rovnice ihned plyne neznama Fy,.

=0

—mg—i—ng = 0

Fyy = mg
Ze treti rovnice vypocitame Fi,
Il d
_p Ly dmg
4 2
l dmg
F,- = —
7y 2
2d
Fl;r = ﬂ

a dosadime do prvni rovnice.

F1I+F2x =0

F2x = _FL’E
2
B, — _2dmg
[
Tim jsou vysledné sily vypocteny:
2d
F = [—;”g;o} — [40; 0]
2d
F, = [——;ng;mg] = [—40; 100]

Velikost sily F; je na prvni pohled 40 newtont, velikost sily F; je

|Fo| = \/F3, + F3, = \/(—40)2 + 1002 = 108 N
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11. Naklonéna rovina (tfeni, rovnomérny pohyb)

Bézkar sjel z dvacetimetrového svahu za 7=10 sekund, pricemz jeho pohyb zacal z klidu a sklon svahu
byl a = 5°. Jaky nejmensi sklon musi mit svah, aby z néj jesté bylo mozno sjet samovolné, bez nutnosti
odpichovani hilkami?

e Nakreslete obrazek, souradnou soustavu a vyznacte pusobici sily. Do obrazku znazornéte soucet sil
(pomoci rovnobézniku). Vyslednici sil zvgraznéte.
Osu x volte tak, aby vedla ze svahu doli. Osa y necht vede sikmo vzhiru.

e V souladu se zvolenou soutadnou soustavou rozepiste slozky vSech ptisobicich sil.
e Zapiste vyslednici sil jako soucet vSsech ptisobicich sil a z ni vyjadiete vektor zrychleni.

e 7 ujeté vzdalenosti [ a potfebného casu 7 vypocitejte x-ovou slozku zrychleni.
Zrychlent dvakrdt integrujte podle casu, tim ziskate polohu.

e Matematicky zapiste, ze se lyzar pohybuje pouze po povrchu svahu.
To znamend, Ze zrychleni v ose y je rovno nule.

e Zapiste vztah pro koeficient treni a vypocitejte jej.
e Najdéte thel svahu takovy, aby na ném mél bézkar nulové zrychleni.

Reseni:

GY

Na bézkare ptisobi t1i sily. Svah na néj ptisobi normélovou silou N, kterd je kolma na povrch svahu a mit{
sikmo vzhiru. Je to sila znama jako reakce podlozky, kterd brani tomu, aby se predméty probotily do
zemeé. Dale pusobi gravitacni sila G, kterd sméruje svisle dolti. Pohyb lyzare je brzdén treci silou T, ktera
pusobi proti sméru jeho pohybu. Souradnou soustavu zvolime tak, aby byl jeji pocatek v nejvyssim misté
kopce, osa x necht sméruje ze svahu doli a osa y bude kolméa na svah a smérovat sikmo vzhiru. V takto
zvolené souradné soustaveé rozepiseme slozky ptisobicich sil. U gravitacni sily G zname jeji velikost i smér.
U zbyvajicich dvou sil, norméalové a tfeci, zndme pouze smér. Normalova sila plisobi pouze ve sméru osy v,
zatimco sila tfeci piisobi jen v ose x. Treci sila ptisobi proti sméru pohybu, a proto méa opacény smér nez
je orientace osy .

G [mgsin(a); —mg cos(a)]
N = [0;N]
T = [-T;0]

Vysledny pohyb bézkare je dan vyslednici F (tj. vektorovym souc¢tem) jednotlivych sil, které na néj ptisobi.
Z druhého Newtonova zédkona (@ = F/m) plati, Ze jestlize vyslednici sil podélime hmotnosti télesa, ziskame
jeho zrychleni.

F = G+N+T

F = [mgsin(a) — T; —mgcos(a) + N]
F ) T N
a = — = |gsin(a) — —;—gcos(a) + —
m m m
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Jak z tohoto zapisu vidime, vektor zrychleni zavisi na normalové sile N, treci sile T" a hmotnosti m, pricemz
ani jednu z veli¢in nezname. Vime vsak, Ze se lyzar pohybuje pouze po povrchu svahu, tedy jen v ose x.
To znamené, ze v ose y musi byt zrychleni nulové, tedy

a, =0

z ¢ehoz vyplyva rovnice, ze které muzeme vyjadrit norméalovou silu V:

N
I. —gcos(a)+— = 0
m
N
= g cos(a)
N = mgcos(a)

Stale nam zbyvaji dvé neznamé, T' a m. Tim, ze zavedeme koeficient tfeni i, se ndm podafi pocet nezna-

mych snizit na jednu. Koeficient tfeni je pomeér mezi velikosti pritlacné sily na podlozku a velikosti treci
sily (tj. w =T/N).

1. T = uN
T = pmgcos(a)
Nyni miizeme zapsat vektor zrychleni uzitim jediné nezndmé, kterou je koeficient treni p:
a = [gsin(a) — pg cos(a); 0]

Posledni neznamou lze vypocitat z toho, ze bézkar ujel v ose x vzdéalenost [ = 20 metri za 7 = 10 sekund.
Bude potieba ze zrychleni vyjadrit zavislost polohy na case. To bude snadné, protoze na prvni pohled
je ziejmé, ze zrychleni je stale konstantni a pro prehlednost jej budeme znacit a,. Staci tedy dvakrat
integrovat podle ¢asu. Integralem ze zrychleni je zavislost rychlosti na case. Integracni konstanta zde ma
vyznam pocatecni rychlosti. O té vsak vime, Ze je nulova, protoze pohyb zacinal z klidu.

v, (t) = /ax dt = at

Nyni zintegrujeme rychlost a tim ziskame zavislost polohy na case. Integrac¢ni konstanta bude mit v tomto
pripadé vyznam pocatecni polohy a je rovna nule, protoze predpokladame, ze lyzar startoval z pocatku
souradné soustavy (tim se ndm bude pohodlné odmérovat dvacet metri).

1
m@:/%@&:/%mmﬁ%ﬁ

Daéle vime, ze v ¢ase 7 byla poloha bézkare rovna [. Z toho vypocitame zrychleni:

re(1) = 1
1
5%72 = 1
a, = 2—2 =0,4ms>
T

Kdyz nyni zname z-ovou slozku zrychleni, miizeme vypocitat neznamou p:

a, = gsin(a)— pgcos(a)

21 :
- = gsin(a) — pug cos(a)
21 :
= + pgcos(a) = gsin(a)
, 21
pugcos(a) = gsin(a) — =
_ gsin(a) 21
o= gcos(a)  T2gcos(a)
21
— ¢ 2 =004
1 an(«) 25 cos(a) 0,047
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Coz je koeficient tfeni mezi bézkami a snéhem. Vyrobci vosku a skluznic se snazi tuto hodnotu pokud
mozno minimalizovat. Zname-li koeficient tfeni, miizeme najit takovy sklon svahu, pii kterém je zrychleni
bézkare nulové.

a, = 0

gsin(a) — pgcos(a) = 0
sin(a) — uc?s(a) = 0

sin(a) = pcos(a)
sin(a)

cos(a) a
tan(a) = u

a = arctan(p) = 0,047rad ~ 2,7°

Je to mezni, rovnovazny stav, kdy je soucet vSech sil nulovy a bézkar se pohybuje rovnomérné primocare.
Ani nezrychluje, ani nezpomaluje a zalezi jen na tom, na jakou rychlost se predtim rozjel. Na prudsim
svahu by rychlost nartistala, na mirnéjsim by se naopak pohyb po case zastavil.

Za zminku stoji zajimava skuteénost — pro malé dhly (musime je vyjadifovat v radidnech) plati, ze
sinus i tangens je pfiblizné roven svému argumentu. To znamenad, Ze i koeficient tieni je zhruba roven
meznimu thlu. Soucasné plati, ze idaj o klesani uvedeny v procentech ptiblizné souhlasi s thlem svahu.
Takze nebudeme daleko od pravdy, kdyz usoudime, Ze potfebujeme pétiprocentni klesani svahu (0,05) na
to, abychom mohli sjet kopec bez ndmahy na bézkach s koeficientem treni 0,05.

12. Balistické kyvadlo

Balistické kyvadlo je jednoduché zafizeni pro méreni rychlosti stfel. Princip je zaloZzen na tom, ze métime
vodorovnou vychylku zavéseného predmétu, do kterého narazi strela a uvizne v ném. Pokusem bylo zjisténo,
ze se drevéna kostka o hmotnosti M=0,1kg vychylila o d=0,3m poté, co se na ni prilepila vystrelena
plastelinova kulicka o hmotnosti m=2g. Kostka je zavésena na dvoumetrové niti a pred narazem volné
visela v rovnovazné poloze.

e Nakreslete obrazek a vyznacte jednotlivé faze déje.

e Vyjadrete ptivodni rychlost stiely pomoci rychlosti kostky s nalepenou strelou a hmotnosti M a m.
Ndraz strely byl dokonale nepruzny.

e Vypocitejte vysku h, o kterou se zvysi poloha kostky pri maximalni vychylce.
Praci gravitacni sily pocitejte primo z definice price.
e Vyskovou vychylku h vyjadiete pomoci stranové vychylky d.
VyuZigte Pythagorovu vétu — zdvés tvori preponu, stranovd vychylka d predstavuje jednu z odvésen.

o Ciselné vypodcitejte rychlost stiely.

Resent:
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Cely déj rozdélme na t¥i faze, které oznacme A, B a C. Rychlost stiely budeme znacit v a rychlost kostky V.
Pomoci indextt A, B nebo C budeme rozliSovat, ke které fazi se rychlost vztahuje. Stav A bude odpovidat
situaci pred narazem strely do kostky. Rychlost v4 je pocatecni rychlost strely, kterou mame vypocitat.
Rychlost V4 je nulova — je to rychlost kostky pred narazem. Faze B nastane tésné poté, co se strela nalepi
na kostku, pricemz dale se obé télesa pohybuji stejnou rychlosti (vp = Vp). Gravitacéni sila vykond mezi
stavy B a C zapornou praci, a tim na okamzik zastavi pohyb obou téles, coz odpovida stavu C. Kostka i
stfela maji nulovou rychlost (ve = Vo = 0) a nachézeji se ve vySce h ve srovnéani s rovnovaznym stavem.
Vime, Ze celkova hybnost stiely i kostky pred narazem musi byt stejnd, jako hybnost obou téles tésné po
narazu. Dale plati, Ze rychlosti po narazu jsou stejné.

pPa = DB
mva +MVy = mug+ MVp
mvy = mug+ Mug
M
v4 = Up+ —Up
m

(e 50)
Vg = 1+ — UB
m

Nyni vypocitejme vztah mezi rychlosti vg a vyskou h. Ze zkusSenosti s podobnymi typy prikladii 1ze tusit
vysledek vp = v/2gh, ale vyuzijme situace k podrobnému odvozeni pifmo z definice mechanické prace.
Soustfedme se na energetické premény mezi stavy B a C. Zméni se kinetickd energie kostky i sttely,
zatimco gravitacni sila vykona mechanickou praci. Zavedme souradnou soustavu tak, ze jeji pocatek bude
v rovnovazné poloze kostky, pricemz osa x bude smérovat doprava a osa y nahoru. Ve stavu B se budou obé
télesa nachazet v bodé [0; 0], zatimco stav C' bude odpovidat poloze [d; h]. Gravita¢ni sila ptisobi na obé
télesa, a to pouze v ose y. Znaménko bude zaporné, protoze gravitace ma opacny smér nez nami zvolena
osa y.
G =[0; =(M +m)g]

nekonecné mala zména drahy dr bude mit tyto slozky:
dr = [dz; dy]

V definici préace se integruje skaldrni soucin sily a drahy, takze drdha v ose x vymizi (ndsobi se nulou).
Prace gravita¢ni sily (od B do C) musi byt rovna sou¢tu zmén mezi C' a B u mechanické energie kostky i

sttely.
1 1 1 1 ¢
<§mvg - 5mv%) + (ﬁMVC% - 5Mvg) = /B G dr

1 1 ¢
——mvy — =MVj = / 0-de— (M +m)gdy

2 2 .

1 1 c

—mvgy + -MVj = / (M +m)gdy
2 2 .

1 1

577“}129 + §M%29 = (M +m)gyls

(m+ Mg, = 2(M +m)g(yc — yn)
vy = 2g(h—0)

vg = \/2gh

Cimz jsme dostali o¢ekavany vysledek. Bylo by mozné namitnout, ze kromé gravitace piisobi jesté tahova
sila zavésu T. Jenze ta je po celou dobu kolmé na drahu, a tak skalarni souc¢in T -dr = 0. Tahova sila tedy
nekond prdci.

Dosadime-li rychlost vp do vztahu pro rychlost stiely, dostavame

M
Vg = (1 + E) \/2gh
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Tento vzorec by jiz bylo mozné pouzit pro méreni rychlosti stiely, kdybychom zjistovali svislou vychylku
kostky. Z praktického hlediska je vSak méreni vodorovné vychylky presnéjsi, a tak jesté pomoci Pythagorovy
véty vyjadiime h pomoci délky zavésu [ a stranové vychylky d:

h=1—-VP—P

Vysku h dosadime do predchoziho vztahu a tim ziskdme konecny vysledek.

M
vy = (1 + E) \/29([ — VP = d?)=34,3ms " ~ 124kmh !

13. Kotouc cirkularky

Kotouc¢ cirkularky, ktery za sekundu vykonal 100 otacek, se nahle uvolnil, upadl a rozjel se po podlaze dilny.
Vypocitejte jeho maximalni rychlost. Primér kotouce je 20 cm a moment setrvacnosti valce se vypocita
J=imR?

2

Nakreslete obrazek, zvolte souradnou soustavu a zakreslete ptisobici silu.

V souladu se zvolenou souradnou soustavou rozepiste slozky sily a jeji moment.

Najdéte vztah mezi thlovym zrychlenim a zrychlenim stredu kotouce.

Rovnici zintegrujte podle casu. Meze integralu budou predstavovat pocatecni a koncovy stav.
Integral ze zrychleni je rychlost.

Jaka podminka plati pro kutdleni kotouce po podlaze?

Ciselné vypocitejte vysledek.

Reseni:

Na kotou¢ cirkularky, ktery dopadl na zem, ptisobi predevsim vodorovna sila F, ktera je zptisobena tim,
jak se zuby roztocené pily zasekly do podlahy. Reakce podlahy je pricinou toho, ze se kotouc rozjede, tj.

Jiné sily nebudeme brat v ivahu. Na kotouc sice ptisobi jesté gravitacéni sila (smérem doltt) a normalova
sila podlahy (smérem nahoru), ale tyto dvé sily i jejich momenty se vzajemné vyrusi.

Souradnou soustavu zvolme tak, zZe jeji pocatek umistime do stfedu kotouce. Osa x necht sméruje
doprava, osa y nahoru. Na kotouc pusobi jedina sila F, o které vime pouze to, ze je vodorovna. Zvolime
ji napriklad tak, aby smérovala doprava, stejné jako osa x. RozepiSeme rameno této sily (tj. souradnice
jejtho pusobisté), jeji slozky a pomoci vektorového soucinu vyjadiime moment:

re = [0;—R;0]
F = [F;0;0]
Mgy = rFXF:[O,O,RF]

Vime, ze sila zpusobuje zrychleni stfedu hmotnosti télesa, zatimco moment sily zpusobuje tithlové zrychleni
télesa. Plati, ze

F F
a = —:[—;O;O}
m m
M RF
e = F oot
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Vidime, ze zrychleni stfedu kotouce se odehrava pouze v ose z, zatimco thlové zrychleni ma nenulovou
slozku jen v ose z. Proto se dalsi vypocty budou tykat pouze téchto slozek a vztahy jiz nebudou vektorové.

F
a = —
m
. _ EF
- J

Ziskali jsme dvé jednoduché rovnice, ve kterych ale vystupuji tii neznamé funkce. O sile F' totiz nevime
témeér nic — ani jak je velkd, ani jak dlouho trva jeji plisobeni a navic zcela jisté zavisi na case a my
nevime jak. Z rovnic vyplyva, Ze zrychleni (jak transla¢ni, tak thlové) zavisi na velikosti sily F', takze i
obé zrychleni jsou funkcemi Casu, pfi¢emz tento pribéh nezndme. Spravné bychom méli psat a(t), €(t) a
F(t). Mtuzeme dosadit silu z prvni rovnice do druhé, ¢imz dostaneme

B Rma

T

Ze zadani vime, Ze moment setrvacnosti valce J se vypocita J = %mRz, ¢imz se vztah zjednodusi na

2
e=pqa
Ziskali jsme rovnici, kterd popisuje vztah mezi thlovym a translacnim zrychlenim, ale obé tato zrychleni
nejsou konstanty, protoze néjak zaviseji na case. Pfesto vime, Ze integraci zrychleni podle casu ziskame
rychlost, at uz je prubéh funkei jakykoli. Zintegrujeme obé strany rovnice v mezich od A do B. V tomto
kroku je potieba rozlisovat, ze R je konstanta (a muzeme ji vytknout pred integral), zatimco a a € jsou

funkce casu.
B 9 B
/ edt = — / adt
A R /4
2 B

Wi = = vl
2
wp—wa = E(UB—UA)

Pocatecni stav A i koncovy stav B zname. Na zacatku byla rychlost stfedu kotouce nulova, tj. v4 = 0,
zatimco uhlovou rychlost w, muzeme snadno zjistit z idaju v zadani (zndme rychlost rotace). Ve stavu B
se rychlost otaceni snizila na wp, zatimco rychlost stredu kotouce nabyla hodnoty vg.

2
Wp —wa = EUB
V koncovém stavu B plati, Ze se kotouc¢ jiz kutali po podlaze. To znamena, ze musi existovat vztah mezi
jeho thlovou rychlosti wg a rychlosti jeho sttedu vg. Cim rychleji pojede, tim rychleji se musi otacet. Jak
vidime z obrazku, smér otaceni bude v zaporném smyslu, zatimco rychlost vp bude kladnéa. Je-li polomeér
kotouce R, bude platit, ze —wp = vg/R.

UB 2
——— —wy = —v
rR R
3
—wy = —=v
A RYB
waR —27rfR 2-7-100-0,1 . 1
vg = — = — = =2lms

3 3 3
Pocateéni thlova rychlost wy byla zaporna a koncova rychlost vysla kladna, coz souhlasi s obrazkem. Vy-
pocitali jsme konec¢nou rychlost kotouce, aniz bychom pottebovali védét, jak dlouho cely proces trval a jak

presné probihal. Je potfeba si uvédomit, ze priklad nelze vypocitat pomoci zakona zachovani mechanické
energie, protoZe ¢ast energie se spotfebuje na teplo (poniceni podlahy atd.).
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14. Palice a kul

Dvacetikilogramovéa palice (M = 20kg) dopadla z vysky h = 1 m na dfevény kul o hmotnosti m = 10kg a
ten se zaboril do hliny o d = 5 cm hloubéji.
e Nakreslete obrazek, souradnou osu x a jeji pocatek.

e Jakou praci vykonala gravitacni sila pti padu palice?
Zintegrugte gravitacni silu podél drahy.

Jakou rychlost bude mit palice tésné pred dopadem na kul?

Jakou rychlost bude mit palice i kil tésné po srazce?
Predpokladejte dokonale nepruznou srdzku.

Vypocitejte energii, ktera se pri srazce preménila na teplo.

Jak velkou (primérnou) silu prekonava kul pri zardzeni do zemé?
Pisobeni gravitacni sily v tomto kroku zanedbejte.

Reseni:

Priklad je fesen zdanlivé komplikovanym zptisobem, ale jeho smysl nespociva v tom, Ze zjistime ciselny
vysledek, ale spise v pochopeni pojmu energie a definice prace.

Cely déj muzeme rozdélit na ¢tyri stavy (viz obréazek), které oznaéme A, B, C a D. Déle zavedme
rychlost palice V' a rychlost kiilu v. Index u ptislusné rychlosti bude oznacovat stav, ke kterému se rychlost
vztahuje. Stav A odpovida situaci, kdy palice jesté nebyla spusténa. Rychlosti ve stavu A jsou nulové
(V4 =wv4 = 0). Stav B odpovida okamziku tésné pred dopadem palice na kil, kdy palice ma rychlost Vg
a kil je stéle v klidu (vp = 0). Faze C nastane po dokonale nepruzné srazce. Rychlosti V. a ve jsou stejné
(Ve = ve), pricemz palice a kil se pohybuji spolu. Pohyb obou téles je brzdén tim, jak kil pronikd do
zemé. Palice i kul urazi drdhu d a déle se jiz nepohybuji, coz odpovida stavu D (Vp = vy = 0).

Nejprve vypocitejme praci, kterou vykona gravitacni sila mezi stavy A a B. Na prvni pohled lze
odhadnout, ze to bude M gh, ale pti vypoctu vyjdéme ptimo z definice prace vykonané silou.

A B C D

Pohyb se déje pouze v jedné souradné ose. Necht osa x sméruje doli a jeji pocatek umistéme na horni
konec kiillu. Vypocitame préci, kterou vykona gravitacni sila mezi stavy A a B:

G = [Myg]
dr = [dz]
B B B
E = / G-dr:/ Mgda::Mg/ dz = Mg[z]5 =
A A A

= Mg(xp —x4) =Mg(0—(—h)) =Mgh=20-10-1=200J
Prace gravitacni sily zpusobi prirtstek kinetické energie palice, z ¢ehoz vypocitame rychlost palice ve
stavu B.
1

1
5Mvg— 5Mvj = Mgh
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1
5Mvg = Mgh

1

Ve = 2¢h=+v2-10-1=4,5ms™"

Poté dojde k dokonale nepruzné srazce palice a kiilu. Vime, Ze hybnost celé soustavy je stavu B stejna jako
ve stavu C. Déle vime, zZe rychlost obou téles po srézce je stejna, tedy Vo = ve. Tuto rychlost vypocéitame:

P = Pc
MVg +mu, = MVe+muce
MV = MVe+mVe
MV = Vo(M +m)
MVg  M+2gh 20-4/2-10-1
M+m  M+m 20410
Srazkou se kineticka energie palice snizila, zatimco kineticka energie kiilu se zvysila. Nikoli vsak o stejnou

hodnotu. Jednalo se o nepruznou srazku, takze doslo ke ,ztraté” uréité ¢asti energie, presnéji receno k jeji
preméné na teplo. Tuto tepelnou energii zjistime tak, ze secteme rozdily kinetické energie obou téles.

1

Vo =

=3ms”~

] 1 1 1 1 1 1
AE = (§MVC2 - §MV§) + (§mvé - imvé) = §MVO2 - §MV§ - 5”“’% =
]. 2 1 1 2 1 2
= §MVC—§M2gh+§ch:§V0<M+m)_Mgh:
1/ My2gh\° 1 M?2gh
2 (3 (1 m) = Mab = 5ot B0 ) —
M2gh 20%-10-1
= —Mgh=———-20-10-1=-67J
M+m g 20+ 10

Vyslo zaporné cislo, takze celkova kineticka energie se skutecné zmensila.

Nyni vypocitame silu F, ktera pusobi na kil (i palici) pri zardzeni do zemé. Tato sila vykona praci
po dréze o délce d, pricemz zabrzdi palici i kal (Vp = vy = 0). Pri vypoctu predpokladejme, ze sila F je
konstantni a tudiz je mozno ji vytknout pred integral.

F = [F]
dr = [dz]
1., 1, 1, 1 .\ [P
<2MVD 2MVC) + (vaD 5Mvc ) = ; F-dr
1 1 b
—~MVE — —mvg = Fdx
2 2 c
1 1 P
——~MV3 ——-mV3 = F/ dx
2 2 c

1
VA +m) = Fla?

! (M_ﬂg_h)Q(M+m> = F(ap - xc)

2\ M+m
M?gh
_ — F(d-—
M +m ( 0)
M?gh
F = ———2 = _92700N
d(M +m)

Vyslo zaporné ¢islo, coz je v poradku, protoze sila F sméfuje na opac¢nou stranu nez osa x. Pfredpokladali
jsme, ze sila F byla konstantni, coz neodpovida realité. Muzeme vsak Tict, ze nas vysledek reprezentuje
stfedni hodnotu sily.
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15. Zkraceni provazu kénického kyvadla

Tento priklad nebude na zkousce.

Drobny piedmét byl zavéSen na vldkné a obihal po kruZmici o poloméru R4=1m rychlost{ v4=1ms™!.

Tahem za opacny konec vlakna se délka zavésu zkratila tak, ze se polomér obézné kruznice zmensil na
Rp=0.5m. Vypocitejte obéznou rychlost po zkraceni vlakna.

e Nakreslete obrazek a souradnou soustavu.
Jeji stred zvolte do mista, kde je uchycen provaz.

e Zjistéte polohu, rychlost, hybnost a moment hybnosti. Ktery ¢len nazyvame moment setrvac¢nosti?
e Jakym momentem pusobi tahova a gravitacéni sila?
e Ktera veli¢ina se zachovava?
e Vypocitejte, jak se zméni rychlost.
Resent:
z
Pohled shora
Y
\T
; S~
Rp
<>

Ra

V tomto prikladu lze vyuzit zdkon zachovani momentu hybnosti. Nejprve ale musime moment hybnosti
vypocitat a také zjistit, zda se v tomto pripadé opravdu zachovava. Moment hybnosti je definovan L = rx p,
a to znamena, ze k jeho ur¢eni musime zjistit polohu a hybnost. Pfedmét rovnomérné obiha po kruznici,
takze zavislost jeho polohy na case bude

r = [Rcos(wt); Rsin(wt); —h]

Pocatek souradné soustavy je umistén do bodu zavésu, proto musi byt z-ova souradnice rovna —h. Jestlize
zname zavislost polohy na c¢ase, mizeme zderivovanim zjistit rychlost

==

a kdyz rychlost vynasobime hmotnosti, dostaneme hybnost.

v [— Rw sin(wt); Rw cos(wt); 0]
p = mv = [-mRwsin(wt); mRw cos(wt); 0]
Nyni jiz mtzeme pomoci vektorového soucinu zjistit moment hybnosti.
L = r x p = [~hmRw cos(wt); hmRw sin(wt); mR*w cos? (wt) + mR*w sin®(wt)]
a z-ovou slozku lze zjednodusit.
L = r x p = [~hmRw cos(wt); hmRw sin(wt); m R*w)

S prikladem to sice nijak nesouvisi, ale je zajimavé si povsimnout, ze z-ova slozka momentu hybnosti
nezavisi na case, takze pri obéhu je stale stejna. V nasem pfipadé sméruje dolii. Navic nezavisi ani na
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h, takze pocatek souradné soustavy bychom mohli libovolné posouvat podél osy z a moment hybnosti by
v této ose vzdy vysel stejné. V obou zbyvajicich osach, z-ové a ypsilonové ale na case zavisi a méni se.
Kdybychom ale pridali dalsi vlakno a dalsi predmét o stejné hmotnosti symetricky na opacnou stranu osy,
podarilo by se vynulovat moment hybnosti v x-ové i ypsilonové ose. Moment hybnosti by pak ziistal stale
stejny a byl by rovnobézny s osou rotace. Proto byla zavedena veli¢ina zvana moment setrvacnosti, coz je
soucet mR? pro viechny body tvoiici rotujici symetrické téleso. Jestd jednou si predstavme dalsi pridany
bod o hmotnosti m, takZe moment setrvac¢nosti by byl J = 2mR? a mohli bychom psat, Ze

L=Jw

pfi¢emz w by v této souvislosti byl vektor? a byl by rovnob&zny s momentem hybnosti.

To jsme ale v ivahach ponékud odbocdili. Nyni si vSimnéme, jaké sily a jaké momenty sil na predmeét
pusobi. Tahova sila vlakna je vzdy rovnobézna s vektorem r, takze jeji moment je evidentné nulovy.
Gravitacni sila G bude mit slozky

G = [0;0; —myg]

a pomoci vektorového soucinu zjistime jeji moment.
Mg = r x G = [-mgRsin(wt); mgR cos(wt); 0]

Jak je vidét, v ose z zadny moment sily neptisobi. To znamend, ze se v ose z bude zachovavat moment
hybnosti. Je to disledek druhé impulsové véty, kterd rika, ze

dL
=M
dt

a tudiz se moment hybnosti nebude ménit, protoze v ose z je nulovy moment sily.
M,=0 = L, = konst.

Plati to samoziejmé pouze v ose z. V ose x ani y se moment hybnosti nezachovava, protoze v téchto
osach plisobi moment gravitacni sily. Jestlize vime, ze moment hybnosti v ose z zlstava stale stejny i kdyz
zkratime zaveés, muzeme snadno vypocitat obéznou rychlost vg po zkraceni zavésu:

LzA = LZB
mRYw, = mRiwg
RiwA = R%MB
Ry—~ = Rj—
A B
Ry Rp
Ravy
vg = =2ms !
Rp

Mohli bychom na situaci pohlizet i tak, Ze se zmensil moment setrvacnosti a aby moment hybnosti ztistal
stejny, musela se zvysit thlova rychlost.

16. Rychlost Spuntu sampanského

P1i otvirani Sampanského byla zatka uvolnéna natolik, Ze jeji dalsi pohyb byl jiz samovolny. V tom oka-
mziku byla jesté zarazena [=2cm hluboko do lahve. Vypocitejte vyletovou rychlost zatky, je-li pretlak
uvniti lahve 0,5 MPa, prameér hrdla d=20 mm a hmotnost zatky 10 grama.

e Nakreslete obrazek, vyznacte pusobici sily (tlakovou silu F, a tfeci silu T) a zvolte souradnou osu.
Pocdtek souradné soustavy umistéte na uroven hrdla lahve a osa x necht sméruje ven z lahve.

e Treci sila je tmérna zarazeni zatky, tedy T = [z. Vime, ze sily jsou v rovnovaze, kdyz x = —I,
z ¢ehoz 1ze urcit konstantu timérnosti (.

2Bohuzel, symbol omega se nékdy pouziva jako skalar a nékdy jako vektor. Symbolem w (skaldrem) se oznacuje tthlova rychlost &i
frekvence, kterd Casto s rotaci souvisi jen vzdalené — napiiklad u oscildtorti. U rotace téles se pouziva veli¢ina w, coz je vektor a nese
v sobé informaci o sméru osy rotace.
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e Vypocitejte praci, kterou vykona vyslednice sil.
0

Plati, ze F = / F - dr, pticemz dr = [dx]
-1
e 7 kinetické energie zatky vypocitejte rychlost.

Na zatku ptsobi tlakova sila F, a tfeci sila T. Tteci sila je tim vétsi, ¢im hloubéji je zatka zarazena.
Hloubka zarazeni je totéz, co x-ova souradnice. Sila bude primo umérnd x, pticemz konstantu timeérnosti
oznacme (3.
Vyjadrime slozky obou ptisobicich sil:

T = [pa]

F, = [F p]
Vyslednice sil F je souctem treci a tlakové sily:

F=T+F, =Bz + F)

Je-li z = —[, pak F = 0 (mezni stav, kdy sily jsou v rovnovéze). Z toho uré¢ime konstantu timérnosti (3.
B(=1) + F, =0
5(_” = -5
Fp
r=T

Snadno nyni miizeme napsat vztah pro vyslednici sil. Dale vime, Ze vysledna sila kona praci po draze dr.
Zatka se pohybuje pouze v x-ové souradnici.

l

dr = [dz]

Vypocitame praci, kterou vykonaji obé pusobici sily (tj. prace vyslednice sil).

B 0 0
E:/ Fdr = / (%x—i—Fp)dx:Fp/ (F+1)do =
A — -
x2 0 l2
_ Fp[2_l+x}_l_Fp<O—<2—l—l))_
z AN
B(-(1)-n(2) -7

Prirtistek kinetické energie zatky je roven vykonané praci. Pocateéni rychlost zatky byla nulova. Vypodi-
tame rychlost zatky po vylétnuti z lahve.

F
F = {—p:p—ka}

1
_mfuz e F_pl
2
mv? = Fyl
El
v o= 422
m
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Tlakovou silu F}, vyjadiime jako soucin plochy a tlaku. Hrdlo lahve je kruh o priméru d a prifezu S. Tlak
ozna¢me Ap a mame tim na mysli rozdil tlaku v lahvi a okolniho tlaku.

d\’ 2
F,=ApS=Apmr?=Aprm (§> = Apﬂz

Tim ziskavame konec¢ny vztah pro rychlost zatky.

2 . 6 ..
Y [Apmd i:c_l /Ap?TZZO,OQ 0,5-10% -7 0’O2£18ms_1%64kmh_1
4 m 2 m 2 0,01

17. Silvestrovska rachejtle (Ciolkovského rovnice)

Silvestrovska rachejtle odstartovala svisle vzhiru. Jeji hmotnost pti startu je 12 gram, z ¢ehoz 4 gramy
tvori palivo, které ji vystaci na dvé sekundy letu. Predpokladejte, ze palivo ubyva rovnomérné (tj. %—T =
konst.) a rychlost tryskajicich plyni je V=150 ms™.

e Nakreslete obrazek, vyznacte ptisobici sily a zvolte souradnou osu.
e Vypoditejte silu raketového motoru (Fp =V 42)
e Jaké zrychleni mé raketa pti startu?
e Jaké zrychleni méa raketa tésné predtim, nez ji dojde palivo?
Je nutné vzit v uvahu, Ze hmotnost se zmensila.

e Jaké maximalni rychlosti raketa dosahne?

Reseni:
Na raketu piisobi dvé sily. Gravitacni sila G smétujici doli a reaktivni sila Fg, kterda urychluje raketu
vzhiru. Reaktivni sila mé pri¢inu v tom, Ze z rakety tryskaji velkou rychlosti V' zplodiny ze spalovani
hotici hnaci smési. Pro jednoduchost si predstavme raketu, ktera je pri startu zablokovana a nepohybuje
se. Rychlost plyni je pak konstantni, ale jejich hybnost nartista, protoze kazdou sekundu jich pribyva.
Zména hybnosti za jednotku casu je velmi dulezita informace, protoze to je rovno pusobici sile. Zbyva
si uvédomit, ze zatimco hmotnost plynu stéle nartstd, hmotnost rakety stejnou merou klesa (hmota se
nikam neztraci). Je tedy lhostejné, zda budeme pri vypoctu sily uvazovat klesdni hmotnosti rakety nebo
pribyvani plynii. Necht tedy symbol m oznacuje hmotnost rakety. V tom pripadé bude jeji derivace %—T
zapornd, protoze hmotnost rakety klesa. Sila raketového motoru se tudiz vypocita Fgr = Vdd—’?.

Predpokladejme jednorozmérny pohyb a zavedme soutradnici x, ktera bude smérovat nahoru. Pak rych-

lost plynti bude vektor

V =[-V]
Rychlost plynii je zapornd, protoze sméruje dolt. Nyni rozepiseme slozky obou sil:
dm dm
Frp = V—=|-V—
i dt [ dt ]
G = [-my]

Vyslednici sil oznacme F. Plati pro ni, Ze je sou¢tem obou pusobicich sil.

F = Fr+G
dm
F = -V——
a
Zrychleni vypocitame tak, ze vyslednici sil podélime hmotnosti rakety.
F
a = —
m
Vdm
a f— —_—— — —
m dt g
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Pro ¢iselny vypocet zrychleni potiebujeme znat tdaj %—T, coz je mira ubyvani hmotnosti rakety (v kilogra-
mech za sekundu). Veskeré veli¢iny tykajici se startu rakety budeme oznacovat indexem A, zatimco stav
tésné pred spotfebovanim paliva indexem B. Vime, ze hmotnost rakety pfi startu byla m4=12 gramu a o
dvé sekundy pozdéji (tp - t4) pouze mp=8 gramu. V zadani prikladu jsme predpokladali, Ze palivo hot{

rovnomeérné, takze muzeme psat

dm mp—mys 0,008 0,012

& = = —0,002kgs™"
dt ~ tp—ta 2 TUERSS
Nyni mizeme snadno spocitat silu raketového motoru
d
Fr = —vd—T — —150(—0,002) = 0,3N
Déle vypocitame zrychleni rakety pti startu, kdy je m4=12 grami:
V dm 150
- —g=——(-0,002) =10 =25 —10 = 15ms 2
A= T dt 001z 002) e
a zrychleni rakety tésné pred vyhorenim paliva, kdy je mp=8 gramu:
V dm 150
= —g=——(-0,002) =10 =37.5 - 10 = 27.5ms 2
= na 9T o000 0002 e

Dalsim tkolem je vypocitat maximalni rychlost rakety, tedy vg. Vyjdeme z rovnice pro zrychleni, ale
upravime ji tak, aby na jedné strané rovnice byly veli¢iny tykajici se ¢asu a na strané druhé veli¢iny
tykajici se hmotnosti (provedeme tzv. separaci proménnych).

g = m dt

d
(a+g)dt = -V
m

Nyni obé strany rovnice zintegrujeme od A do B.

B B
d
/(a+g)dt:/ —y
A A m

Je vhodné podotknout, ze A a B u urcitého integralu nejsou néjaka konkrétni c¢isla, ale spise stavy, ve
kterych se néjaky zkoumany systém nachazi. Pokrac¢ujme v tpravé rovnice.

/Badt—l—/Bgdt = =V B%dm
s +gltlf = —Vnm)%
(UB — UA) + g(tB — tA) = -V (ln(mB) — ln(mA))
(v —va) +g(tg —ta) = V(In(my) —In(mp))
(vp —va)+g(tg —ta) = Vln::;—g

Vime, ze pocatecni rychlost v4 byla nulova. Dale rozdil cast tg —t4 predstavuje dobu ¢innosti raketového
motoru, coz oznacme 1.

m
vg+ 9T = Vin—2
mp

v = Vln%—gT
mp
12 1
vg = 150-ln§—10-2:4lms

Tim jsme vypocetli maximéalni rychlost rakety.
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18. Hasic¢ska hadice

Z hasicské hadice chrli voda (9=1000kgm™2) o pritoku 200 litrtt za minutu. Pramér trysky je 12,5 mm.
Vypocitejte:

e objemovy prutok vody (kolik metri krychlovych protece za jednu sekundu)

rychlost proudici vody

maximalni vysku, do které voda vystiikne kolmo vzhiru (odpor vzduchu zanedbejte)

pretlak v hadici (predpoklddejte idedlni kapalinu).

vykon cerpadla pozarni stiikacky

jak se za kazdou sekundu zvysi hybnost vystriknuté vody

zpétny tah hubice, tj. reaktivni silu, kterou musi hasi¢ udrzet (hubice se chova jako raketovy motor)
Reseni:

Objemovy priutok v metrech krychlovych za sekundu oznac¢me @), pricemz plati, ze ) = T Jeho ¢iselna

hodnota je
Q= 02 - 4003333 m® s~
60 ’
Objemovy priitok je souéin prifezu S a rychlosti v, z ¢ehoz snadno ur¢ime rychlost kapaliny.
QR = Sv
v = @
S

Vime, Ze hubice ma kruhovy prifez o pruméru d. Plati tedy

a rychlost proudici vody vychézi
4Q
v=—0=27Tms "'
d?
Maximélni vysku muzeme urcit naptiklad z Bernoulliho rovnice (pfipadné jinou tvahou o energii). Pro
idealni kapalinu plati, ze

1
p+ hog + 5@1}2 = konst

a obratime-li hubici kolmo vzhtiru, bude platit, ze

1 1
pa+haog + 59”31 =pp + hpog + 591}%—3
kde veli¢iny s indexem A predstavuji stav vody tésné po vystiiknuti z hadice. Vysku h4 polozme rovnu
nule, rychlost v4 jsme uré¢ili v predchozim vypoctu. Veli¢iny s indexem B popisuji vodu v jeji nejvyssi
vysce, kde je rychlost vg nulova. Oba tlaky pa i pp jsou tlaky atmosférické a povazujme je za stejné. Plati
tedy

1
59@3 = hpog
1
50,24 = hgg
2 2 2 1 2
hp %—Q —Q 6:8Q =37Tm

29 S?2g  2gm2d gm2d?

Tlak v hadici mazeme vypocitat opét z Bernoulliho rovnice. Veli¢iny s indexem A ponechme beze zmény.
Veli¢iny s indexem B vsak nyni budou pfedstavovat stav vody v hadici, kde je voda pod tlakem pg.
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Rychlost vody v hadici polozme rovnu nule, i kdyz to neni zcela pravda (je vSak mnohonésobné mensi nez
vytokova rychlost v4). Vyska kapaliny ha i hp je stejné, tudiz z rovnice vymizi.
1

PA + 501& =PB

Oznacme Ap pretlak v hadici, ktery je roven pg — p4. Plati

o Lo 1@ 1 QM6
= -0V = —0— = —
P=50Y T ol T 50 a

Dalsim tkolem je vypocitat vykon cerpadla pozarni strikacky. Vykon miizeme povazovat za soucin sily a

rychlosti. Tedy , , ,
P=Fo=Srg == 5050 =y = T
m2d
Posledni dva tkoly spolu velmi tzce souviseji a jak uvidime, odpovéd je v obou pfipadech stejna. Jde
o vypocet sily, kterd ptsobi na hubici v opaéném sméru nez tryska voda. Je to sila, ktera by dokazala
nezkuseného hasice povalit na zada. Pivod této sily spociva v tom, ze voda zménila svou rychlost, protoze
v hubici byla urychlovana. Tohoto zrychleni je mozné docilit pouze ptisobenim sily. Ze zdkona akce a reakce
je ziejmé, ze silové pusobeni je vzajemné, tedy ze hubice ptisobi na vodu a soucasné voda na hubici. Je

zde zfejma analogie s raketovym motorem.

= 370kPa

= 1230 W

d
Druhy Newtontuv zakon rika, ze F' = d_]:’ takze kdyz zjistime, jak se za kazdou sekundu zméni hybnost

vystriknuté vody, zjistime tim soucasné velikost sily. Hybnost vody je rychlost krat hmotnost
p=mu

ale hmotnost m se kazdym okamzikem zvysuje. Nartist hmotnosti za sekundu vypocitame tak, ze objemovy

dV dm
priutok () vynasobime hustotou (hustota krat objem je hmotnost), tedy QE = Jestlize zménu

hmotnosti vynasobime rychlosti, ziskdme zménu hybnosti. A to je rovno pusobici sile.

dp dm R1% Q @ 40Q* .
_ = - — _ — — _— = _— = — = N
G- TGty =g = =905

19. Horkovzdusny balén

Teplota vzduchu uvniti horkovzdusného balénu je 100°C, pricemz teplota okoli je 20°C a hustota okolniho
vzduchu je 1,28 kgm ™. Hmotnost balénu ¢inf jednu tunu. Jaky musi mit objem, mé-li se vznaset?

e Nakreslete obrazek a vyznacte pusobici sily

e Pro vyjadreni vztlakové sily pouzijte Archimédiv zakon.

e Hmotnost balonu vyjadiete jako soucet hmotnosti jeho pevnych soucasti a hmotnosti vzduchu, ktery
je uvnitt.

e Pokuste se ze stavové rovnice pV = nRT' dokazat, Ze souéin hustoty a teploty je konstanta.

e Vypocitejte objem balénu a odhadnéte i jeho velikost.

Resent:
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Pro jednoduchost predpokladejme, zZe je bezvétii a balén se vznasi ve vzduchu bez pohybu. Plisobi na néj
dve sily, sila gravitacni G, kterda sméruje svisle dolu a sila vztlakova F,., ktera je k ni opacna a sméfuje
vzhiru. Fyzikalni puvod vztlakové sily spoc¢iva v tom, ze tlak tekutiny narusta, ¢im nize se nachazime. Na
spodni ¢ast télesa v tekutiné tak bude plisobit vétsi sila nez na jeho horni ¢ast, a téleso bude nadnaseno.
Spokojme se prozatim s timto hrubym vysvétlenim a dale piedpokladejme, Ze vzduch je nestlacitelny® a
tudiz jeho hustota je konstantni. Pro tento pripad plati Archiméduv zakon. Balén je ,,ponoren do tekutiny,
kterou predstavuje okolni vzduch o hustoté gy, a tak je nadlehcovan silou F,,, pro kterou plati

sz - [VQOQ}

Souradné osa x necht smétruje vzhiru, stejné jako vztlakova sila. Dale plisobi na balén sila gravitacni G,
ktera bude mit opacny smér:

G = [-my]

Pozadujeme, aby balon setrval v rovnovaze, takze soucet obou sil musi byt nulovy:

F,_+G = 0
Vog—mg = 0
Voo—m = 0

Hmotnost balénu, kterou jsme oznacili m, v sobé zahrnuje hmotnost vSech jeho pevnych soucésti (tu
oznac¢me M), ale také hmotnost zahfatého vzduchu, ktery je uvnitf. V tomto pripadé by bylo velmi
nespravné uvazovat, ze vzduch nic nevazi, protoze jak uvidime, jeho hmotnost bude témér Ctyri tuny!
Hmotnost vzduchu uvnitt baléonu miizeme vyjadrit jako soucin objemu balénu V' a hustoty zahtratého
vzduchu .

Voo— (M+ Vo) 0
VQO — M — VQl = O
V(Qo - Ql) = M
M
V p—
Qo — 01

Abychom mohli priklad dopoditat, musime zjistit hustotu zahtratého vzduchu. Pokusime se najit vztah
mezi hustotou a teplotou. Vyjdeme ze stavové rovnice pro idedlni plyn.

pV =nRT

p je tlak plynu, V' je jeho objem, n je pocet molii, R je univerzalni plynova konstanta a 1" je teplota plynu
(v kelvinech). Pro pocet mola n plati, ze je to podil hmotnosti m a molarni hmotnosti M,,:

m
V =—RT

Nyni na pravé strané rovnice ponechme teplotu 7' a podil hmotnosti a objemu, coz je hustota. Na levé

strané rovnice zlistanou velic¢iny, které se neméni — plynova konstanta R, molarni hmotnost M,, a v nasem

pripadé bereme za konstantu i tlak p:

pM,, m
gm '
R V
Soucin teploty a hustoty je tedy konstanta
konst. = oT
a tudiz plati
00lo = 01Th

3Toto tvrzen{ je potfeba uvést na pravou miru. Vzduch sice je stladitelny, ale balén ma p¥ilis malé rozméry na to, aby se zména
hustoty s vyskou néjak vyrazné projevila.
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kde oy a Tj je hustota a teplota okolniho vzduchu, zatimco p; a T} je hustota a teplota zahiratého vzduchu
uvnitt balonu. Z toho snadno vyjadiime o,

Ty
01 = T, Qo
a dosadime do vztahu pro objem balénu:
M M 1000
V= To, - 273,154+20 = 3644m”
QT g ( o %) 1,28 (1 - 273,i5:100>

Pokusime se alespon zhruba odhadnout velikost balénu. Jeho tvar mtizeme prirovnat ke kouli, jejiz polomér
vypocitame.

4
V = 571'7“3
3V
3 — —_—
T 4
3/3V .
= — =95
T 47‘( ,0 11l

Priameér balénu je tedy priblizné dvacet metri.

20. Jojo

Jojo o hmotnosti m = 80 g ma polomér R = 5 cm. Vnitini osa o poloméru r» = 0, 5 cm, na které je namotan
provazek, ma zanedbatelnou hmotnost. Jojo tedy muzeme povazovat za valec s momentem setrvacnosti

J =1imR? =0,0001 kg m?.
e Nakreslete obrazek, zvolte souradnou soustavu a vyznacte pusobici sily.
Pocatek souradné soustavy je vhodné umistit do stredu joja.
Rozepiste slozky ptisobicich sil a jejich momenty.
Z vyslednice sil vyjadrete zrychleni tézisté joja. (1.rovnice)
Z vysledného momentu sil vyjadtete ihlové zrychleni joja. (2.rovnice)

Jaké rovnice charakterizuje odmotéavani provazku? (3.rovnice)

Ze soustavy rovnic vypocitejte zrychleni tézisté joja, ithlové zrychleni joja a tahovou silu provazku.

Ze zrychleni joja vypocitejte, za jak dlouho se odmota provazek o délce [ = 1 m.
Zrychleni dvakrdt zintegrujte podle casu, c¢imz ziskdate polohu joja.

Reseni:

Na jojo ptisobi dvé sily. Gravitacni sila G a tahova sila provazku T. Pocatek soutadné soustavy umistime
do stredu joja, a pak mizeme rozepsat slozky obou sil:

T = [0;T;0]
G = [0;—mg;0]
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Vysledny pohyb tézisté je dan vyslednici sil, kterou oznacme F. Kdyz ji podélime hmotnosti, ziskame
zrychleni:

F = T+G=1[0;T—mg;0
F T
a = —2[0;——9;0]
m

m

Pro ypsilonovou slozku zrychleni miizeme psat rovnici

T
1. ay = — —
v, 9
Déle vime, zZe momenty sil zptisobuji roztaceni télesa (e = %) Jak je vidét z obrazku, moment gravitacni
sily je nulovy, protoze tézisté je pfimo v pocatku souradné soustavy. Jediny moment, ktery na jojo ptsobi
je moment tahové sily. Snadno jej vyjadiime pomoci vektorového soucinu.

rr = [-r;0;0]
T = [0,T;0]
Mr=rrxT = [0;0;—7rT]

MT —rT
€ 7 { T }

Pro z-ovou slozku tihlového zrychleni tak dostavame rovnici

—rT

I1. L=
=TT

Ziskali jsme tak dvé rovnice o tfech neznamych a,, T" a €., takze potiebujeme jesté né¢jakou dalsi informaci
k tomu, abychom mohli ptriklad vytesit. Pomtize nam skutecnost, ze z vnitini osy joja se odmotava provazek.
Ze zkuSenosti vime, ze ¢im rychleji jojo klesa, tim rychleji se otaci. Jestlize klesa, pak je jeho rychlost
zaporna (zvolili jsme tak souradnou soustavu). A z obrazku by mélo byt patrné, ze smysl otaceni je taktéz
zéporny. Plati to nejen pro rychlosti, ale také pro zrychleni. Cim vétsi mé jojo zrychleni a, smérem dold,
tim vétsi musi byt jeho tthlové zrychleni €, a obé veli¢iny jsou zaporné. Konstanta timérnosti je r, tedy
polomeér osy, na které je namotan provazek. Muzeme psat treti rovnici

II1. —a, = -—Te,

Nyni vyfesime soustavu tii rovnic o tfech nezndmych. Zac¢it mtizeme napiiklad tak, ze do tfeti rovnice
dosadime a, z prvni rovnice a ¢, z druhé rovnice. VyfeSenim vypocitame tahovou silu 7"

—a, = -—T&,
T —rT
J— _ — —r
m g J
T+ B r2T
m g = J
_ r2T+T
g = J m
r2 1
= T(=—4+=
g <J+m>
mr? +J
R
g Jm
J J
r = 9" I _=0,78N

mr2+J 124 L

m

Vztah pro tahovou silu mizeme dosadit do prvni rovnice a tim ziskat a,

Jgm Jg J
a = _— fry = —_— f— N
Y g I=9\ e+ J

1
- gm 1) =-0,2ms™>
m m mr?+J ) S



A nyni uz zbyva jen dosadit tahovou silu 7" do druhé rovnice a vypocitat ithlové zrychleni . :

T J
s A '
R A

m

€, =
Znédme-li zrychleni tézisté joja a,, mizeme integraci podle ¢asu vypocitat jeho rychlost v,. Integracni
konstanta bude mit v tomto piipadé vyznam pocéatecni rychlosti joja v,(0), ale ta je nulova, protoze na

pocatku bylo jojo v klidu. Obdobny proces pouzijeme jesté jednou — vypocitanou rychlost zintegrujeme
podle Casu a tim ziskame zavislost polohy 7, na ¢ase t. Poc¢atec¢ni poloha r,(0) byla nulova.

v, = /ay dt = ayt +v,(0) = a,t
Lo L o
ry = vydt = [ a,tdt = §ayt +r,(0) = iayt

Cas, kdy se odmota provazek joja, oznac¢me 7. Po odmotéani provazku o délce | bude poloha tézisté joja

rovna r,(7) = —l. Zaporné znaménko vyplyva z toho, ze osa y sméfuje nahoru.
1
-l = 56@7'2
2l
a

20,
T = —— =3,2s
V@

Tim jsme vypocitali, za jak dlouho se odmota provazek.

21. Drevorubci nesou kladu

Dva drevorubci nesou pétimetrovou kladu, pricemz kazdy z nich je na jednom konci. Hmotnost klady je

Vviev

Nakreslete obrazek a zvolte souradnou soustavu.

Rozepiste slozky vsech tii piisobicich sil.

U kazdé sily zjistéte, jakym piisobi momentem.
Vhodnou volbou souradné soustavy lze docilit toho, Ze jeden z momenti bude nulovy.

Zapiste podminky pro statickou rovnovahu, ¢imz vznikne soustava rovnic.

e Soustavu rovnic vyreste, dosadte ¢iselné hodnoty a napiste odpoved.
Reseni:

Vviev

VVvev

VVvev

ze oba dfevorubci tlaci kladu smérem nahoru, zatimco gravitacni sila smétuje doli. Teoreticky by bylo
mozné, ze sily F; a F; nejsou rovnobézné, ale to by znamenalo, Ze se direvorubci o kladu pretahuji nebo se
pretlacuji, coz nepredpokladame. Sila F; bude mit slozky

F, = [0; Fy; 0]
a soufadnice jejiho pusobisté jsou rp; = [0;0; 0], takze jeji moment je evidentné nulovy.

My, = [0;0;0]

Vviev
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a slozky jsou
G = [0; —mg; 0]

Pomoci vektorového soucinu snadno zjistime, ze moment gravitacni sily bude
Mg = re x G = [0;0; —dmy|
Obdobnym zptisobem rozepiseme silu F,, jejiz ptsobisté je na pravém konci klady a méa souradnice
res = [1;0;0]

pricemz slozky budou

F, = [O;FQ;O]

a jeji moment opét vypocteme pomoci vektorového soucinu
MF2 = rpo X F2 = [0,0, lFQ]

Dale predpokladame, ze klada je v klidu, takze mé nulové zrychleni i nulové tthlové zrychleni. Miizeme také
pripustit, ze drevorubci kladu nesou rovnomérné primocare, ale opét plati, ze klada nezrychluje. Soucet
sil i soucet momentu sil proto musi byt nulovy, takze

F1+G+F2:O

a zaroven
Mg+ Mg+ Mpy =0
7 ¢ehoz ziskdme dvé rovnice

1.  —dmg+iF = 0

a z druhé rovnice je ihned ziejmy vysledek pro druhou silu

Fy = @ ~117,72N

ktery kdyz dosadime do prvni rovnice, ziskame

d
Fl—mg—k# = 0

d
F, = mg (1 - 7) = 176,58 N

Jisté neni zadnym prekvapenim, ze obé sily vysly kladné, a to znamena, ze opravdu sméruji nahoru. Soucet
sil I a Fy kompenzuje gravitacni silu. Dfevorubec, ktery nese tézsi konec, musi ptisobit vétsi silou, coz se

VvV

tento fakt se c¢asto uvadi jako podminka rovnovahy na pace. To ale viibec neni nutné si pamatovat.

22. Civka s niti

Nit je navinuta na civku o poloméru » = 1lcm a aby se nit nevyvlékla, jsou okraje civky rozsifeny na
polomér R = 2cm. Jestlize se takova civka zakutali, ale konec nité zlstane v ruce, je mozné civku za
urc¢itych podminek pritahnout zpét. Nit musi vychéazet zespodu civky. Urcete, jakda podminka musi platit
pro tthel mezi niti a podlahou.

e Nakreslete obrazek a zvolte souradnou soustavu. Jeji pocatek je vhodné umistit do stredu civky.
e Rozepiste slozky jednotlivych sil a vektorovym souc¢inem zjistéte jejich momenty.
e Existuje takovy tuhel, pti némz je civka v klidu. Napiste podminky pro rovnovahu.
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e Vypoctéte thel mezi niti a podlahou a popiste, co se stane, jestlize se tihel zvétsi nebo zmensi.

Resenti:

Na civku plisobi ¢tyti sily — gravitacni sila G, treci sila T diky které civka neproklouzne po podlaze,
dale normalova sila N, ktera brani proboreni civky do zemé a c¢tvrtou silou je tah nité F. Postupné
rozepiseme vSechny pusobici sily a jejich momenty v souradné soustave, jejiz pocatek umistime do stfedu
civky. Gravita¢ni sila ma slozky

G = [0; —myg; 0]

Vv

gravitacni sila ma nulové rameno. Dalsi silou je sila tfeci T, jejiz plisobisté je v misté dotyku civky a
podlahy.
rr = [0; = R; 0]

Treci sila smétuje z naseho pohledu doleva, to znamena v zaporném sméru osy x:
T =[-T,0;0]
Vektorovy soucin rr x T dava moment treci sily:
My = [0;0; —RT]

Nyni rozepiSeme slozky normalové sily N, kterd pusobi ve stejném misté jako tieci sila, tj. v [0; —R;0] a
sméruje svisle vzhiru.

N = [0; N; 0]

Vektorovym souc¢inem bychom zjistili, Ze jeji moment je nulovy, ale to lze také snadno odhadnout. Sila
sméruje primo do pocatku souradné soustavy, takze je rovnobézna se svym ramenem. Zbyva rozepsat silu
F, coz je tah nité. Plsobisté této sily je samoziejmé kdekoli podél nité a at vybereme kterykoli bod, bude
to spravné. Nit je ¢astecné namotanad na civku, ale to nemé na nic vliv. VSimejme si naptiklad dolniho
konce nité, ktery méa souradnice

rrp = [rsina; —r cos «; 0]

Je to misto, ve kterém se nit zacina zaktivovat. Tah nité sméfuje Sikmo vpravo vzhuru, takze sila F bude
mit slozky
F = [F cos «; F'sin «; 0]

Moment tahové sily zjistime vektorovym soucinem:
My = [0;0;rF sin® a + rF cos® o] = [0; 0; 7 F]

Je pochopitelné, ze hel o vymizel. Sklon nité neméa na moment sily vliv, protoze rameno bude stale kolmé
na silu. Nit bude vzdy predstavovat teénu k civce. Ma-li civka ztstat v klidu, musi byt soucet sil i soucet
momentu sil roven nule. Ziskdme tim tIi rovnice

1. T+ Fcosa=0
I1. —mg+ N + Fsina =0
I111. —RT+rF =0
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Jestlize z prvni rovnice vyjadiime T' a dosadime do treti rovnice, dostaneme
—RFcosa+rF =0

a z toho jiz snadno vypocteme tihel a:
-
a = arccos — = 60°
R

P1i tomto sklonu nité ztstane civka v klidu. Jestlize tihel zvysime naptiklad zvednutim konce nité, bude
se civka kutédlet smérem doleva, a nit se bude stale vice odmotavat. Naopak snizeni tthlu bude mit za
nasledek, ze se civka rozjede smérem doprava, nit se bude namotavat a timto zpltsobem je mozné civku
pritahnout k sobé.

Zajimavé je, ze druhou rovnici jsme k vypoctu viibec nepouzili. Ta by byla velmi uzitecna, kdybychom
chtéli zjistit maximalni tah nité, pii kterém se civka jesté dotyka podlahy. Zatdhneme-li (¢i spiSe skubneme)
za nit prilis silné, civka se odpouta od zemé, poleti, tfeci a norméalova sila zmizi . . . ale to uz je jiny priklad.

23. Kuleénikovy stouch

Do kterého mista kuleénikové koule je potieba mitit tagem, aby koule nedostala fales a neprokluzovala?
Prameér koule je 57mm a jeji moment setrvacnosti se vypocita J = %mR?

e Nakreslete obrazek a zvolte souradnou soustavu. Jeji poc¢atek umistéte do stredu koule.

e Rozepiste slozky sily, ktera na kouli pusobi pti stouchu. Zjistéte také jeji moment.

e Sila zpusobuje zrychleni, moment sily zptusobuje tthlové zrychleni. Tyto rovnice napiste.

e Jaky vztah musi platit mezi zrychlenim a dhlovym zrychlenim, ma-li se koule kutalet bez prokluzo-

vani?
e Najdéte misto, kde musi sila pusobit.

Resenti:

Pti stouchu piisobi na kouli sila F, jejiz ptisobisté zavisi na tom, kam namitime tago. Kdyby sila vedla primo
na stied, pak by se koule neroztocila, protoze by nevznikl moment sily. Predpokladejme, ze ptisobisté sily
bude ve vysce h nad stfedem koule. Vzhledem k tomu, ze do stfedu koule jsme umistili poc¢atek souradné
soustavy, je ypsilonova souradnice pusobisté rovna pravé h. Na z-ové soutadnici nezalezi, protoze sila vede
vodorovné. Ve vodorovném sméru proto mizeme piisobisté libovolné posouvat a vzdy bude mit sila stejny
moment. Misto tideru taga bychom sice mohli zjistit pomoci Pythagorovy véty a psat

re = [=VR? = h? h; 0]
ale pro jednoduchost muzeme uvazovat, ze rp = [0; h; 0]. Sila F sméfuje vodorovné smérem vpravo, tudiz
F = [F;0;0]

a jeji moment bude

bez ohledu na to, jakou x-ovou soutradnici bude mit plisobisté. Méli bychom jesté vzit v ivahu gravitacni
silu smétujici dolt a normalovou silu smétujici nahoru, ale tyto dvé sily se vzajemné vyrusi, jejich momenty
jsou evidentné nulové, takze se jimi nemusime zabyvat.
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Sila F zpusobuje zrychleni (a = F/m), jehoz z-ové slozka bude

I. Ay = —
m

Ostatni slozky budou nulové. Moment sily Mg zptsobuje tithlové zrychleni (e = M/J), a to pouze v ose z:

—hF —hF —bhF
II. €, = =

J T ImR? T 2mR?

Za moment setrvacnosti koule bylo mozné hned dosadit. Dale pozadujeme, aby se koule kutalela. To
znamena, ze mezi zrychlenim a thlovym zrychlenim musi platit vztah

I11. a, = —Re,

Pravé tehdy se totiz koule roztoci vzdy tak sikovné, aby neprokluzovala. Tim jsme dostali tii rovnice, ze
kterych mtzeme zjistit neznamou h. Tu vyjadiime z druhé rovnice

—e,2mR?

B —
5F

a za F' muzeme dosadit z prvni rovnice
—e,2mR?
omay,

a a, lze pouzit ze treti rovnice:

—,2mR?> 2 D
=——=-R=—=114mm

—5mRe, 5 5 ’
Tim je priklad vyfeSen a pro nazornost bychom mohli jesté zjistit vysku mérenou od platna, tj. od povrchu
kule¢nikového stolu. Vyslo by

D D 7 _ .
5+€—1—OD—4Omm

24. Bota padajici z Fetizkového kolotoce

Dité sedi na sedacce Tetizkového kolotoce, ktera obihd po kruznici o poloméru R = 5 metri ve vysi
h = 4 metry nad zemi. Jedna otacka kolotoce trva T' = 5 sekund. Ditéti nahle spadla bota. Jak dlouho
bota poleti? Jak daleko od osy otaceni kolotoce bota dopadne?

e Nakreslete obrazek a zvolte souradnou soustavu.

e Napiste zavislost polohy na case.

e Derivaci vyjadrete rychlost.

e Zvolte libovolny ¢asovy okamzik, napriklad nulu, a vypocitejte polohu a rychlost.

e Nakreslete obrazek (pohled z boku) a napiste, jaké zrychleni piisobi na botu béhem péadu.

Zrychleni zintegrujte, ¢imz ziskéate rychlost (pocatecni rychlost jste jiz zjistili).
Rychlost zintegrujte, ¢imz vypocitate polohu (poc¢ateéni polohu jste jiz zjistili).
Jaka podminka plati pro dopad boty na zem? Z této podminky vypocitejte cas.
Z ¢asu snadno zjistite polohu dopadu. Nakreslete obrazek (pohled shora).
Pomoci Pythagorovy véty vypocitejte vzdalenost dopadu od osy rotace.

Jedna pani povidala, ze bota odletéla odstredivou silou. Méla pravdu?
Resent:
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Rovnomeérny pohyb po kruznici lze popsat funkcemi sinus a kosinus. V tomto pripadé je lhostejné, kde
pohyb zacal a jaky je smeér otaceni, takze zavislost polohy na ¢ase muzeme napsat napriklad takto:

r(t) = [Rsin(wt); R cos(wt); 0]

Pocatek souradné soustavy se nachazi ve stredu kruznice, a proto je z-ova soutadnice nulova. Derivaci
podle c¢asu zjistime rychlost.

v(t) = e [Rw cos(wt); — Rw sin(wt); 0]

Bota se pohybuje po kruznici, protoze ji k tomu nuti dostiediva sila. Ta je vytvorena souctem gravitacni
sily a tahové sily, kterou u kolotoce zprostiredkovava retéz. Ale v uré¢itém okamziku dojde k tomu, ze tahova
sila nahle zmizi a na botu bude ptisobit pouze gravitacni sila. K tomu, abychom zjistili jak bota dale poleti,
musime znat jeji polohu a rychlost v okamziku, kdy zacala padat. Ten okamzik nezname, ale ono na ném
nezalezi. Zvolme proto napriklad nulu.

r(0) = [0; R;0]
v(0) = [Rw;0;0]

Nyni vime, jakou polohu a rychlost méla bota na zacatku padu, coz vyuzijeme pfi integraci. Béhem padu
na ni puisobi tihové zrychleni:
a = [0;0; —g]

Integraci zrychleni podle ¢asu ziskdme rychlost. Integracni konstanty zjistime z pocatecni rychlosti.

v(t) = /adt = [Rw; 0; —gt]

Opétovnou integraci zjistime polohu. Integracni konstanty souhlasi s poc¢atecni polohou.
1
r(t) = / v(t)dt = {th; R; —§gt2]

Cas dopadu ozna¢me 7. Musi platit, ze v okamziku casu dopadu je z-ova souradnice rovna —h.
1

2
- — _h
2I7

gr* = 2h

2h
T = — =0,89s
9

Zjistény cas dosadime do polohového vektoru a tim najdeme souradnice dopadu.

2
Rw —h;R;—h
Y
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Vzdalenost mista dopadu od osy rotace vypocteme pomoci Pythagorovy véty. Pravoihly trojihelnik je na

obrazku zvyraznén.
? 2
2h 2h
d=/r2 472 = (&%/—j + R =Ry [T 4 1= 752m
g g

Jak vidime, bota dopadla ddl od stredu nez je polomér otaceni kolotoce. Bota se pohybovala nejprve po
kruznici a poté po parabole, kterd predstavuje trajektorii pri vodorovném vrhu. Pojem odstredivd sila se
v uvahach nikde nevyskytuje.

25. Valici se koule, translacni a rotacni energie
Vypocitejte rychlost koule, jestlize byla v klidu a pak se skutalela o h=0,2 m nize.

e Napiste rovnici, ktera vychazi ze zakona zachovani energie.
e Jaky vztah plati mezi rychlosti a thlovou rychlosti?
e Vyuzijte skutecnosti, Ze moment setrvacnosti koule je J = %mr2 a vypocitejte vysledek.

Resenti:

Jedinym tkolem v tomto prikladu je vypocitat rychlost. Je to zamér, aby bylo mozné vyuzit pouze zédkon
zachovani energie. Vyhodou (a soucasné nevyhodou) je, zZe se ve vypoctu nikde nepouzije informace o tvaru
drahy. Koule se miize pohybovat po rtzné zakrivené trajektorii a presto dokazeme jeji rychlost spocitat,
protoze ta zavisi jen na momentalni vysce. Na druhou stranu, uzitim zédkona zachovani energie nezjistime
zavislost polohy na case. Postup je pouzitelny i pro kouli valici se po naklonéné roviné anebo pro jojo,
které klesa a soucasné rotuje. V téchto situacich to ale neni rozumné, protoze dokédzeme vypocitat chovani
pomoci rozboru sil a momenti, coz ve vysledku dava podrobnéjsi informace.
Prace, kterou vykond gravitacni sila, je rovna souctu translacni a rotacni energie koule.

1 1
mgh = Emv2 + §Jw2

Ma-li se koule kutélet, pak plati, ze w = v/r.

1 1 2
mgh = imv2 + §J (;)

V zadani je uveden moment setrvacnosti koule J = %mrQ, ktery do rovnice dosadime a vyjadiime rychlost v:

1, 12 02

mgh = 5 + §gmr o
mgh = Sm? + L
=g 5
1 1
gh = 51}2 + 51)2
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7 2
gh = EU
10gh
v = —O;’ =~ 1,67Tms"!

26. Atwooduv padostroj

Vypocitejte zrychleni dvou zavazi, ktera jsou pres lehkou kladku vzajemné spojena vldknem.

e Nakreslete obrazek, zvolte souradnou osu a rozepiste sily, které ptisobi na jednotliva zavazi.
e Vyjadrete zrychleni kazdého z téles.
Napiste rovnici, ktera vystihuje, ze vlakno ma stale stejnou délku.

Soustavu rovnic vyteste a vyjadrete zrychleni jednoho z téles.

Okomentujte, co se stane, kdyz budou mit zavazi stejnou hmotnost nebo kdyz jedno z nich bude
zcela chybét.

e Jaké zrychleni bude mit zavazi, které je o deset procent tézsi nez druhé?

Reseni:

George Atwood (1746-1807) sestrojil toto zarizeni jako Skolni pomtcku pro demonstraci zrychleni, sil a
tihy. Na rozdil od volného padu byl pohyb zavazi dostateéné pomaly, aby se dal pohodIné métit i tehdejsimi
nepresnymi hodinami.

Zavazi budeme rozlisSovat indexem jedna a dvé. Na zavazi jedna, které je na obrazku vlevo, ptisobi dvé
sily, gravitacni sila Gy a proti ni sméruje tah vlakna T. Soucet téchto dvou sil oznac¢me F;. Pro popis pohybu
nam postaci jedind souradné osa x, kterd necht sméruje doli. Rozepiseme slozky obou sil a z vysledné sily
urcime zrychleni (zrychleni je sila délend hmotnosti).

FF = G +T

F1 = mig — T
T
1. a = g——
my
Stejnou tvahu pouzijeme i pro druhé zavazi. Tahova sila, ktera piisobi na prvni zavazi je stejna jako sila
ptisobici na druhé zavazi. Proto u ni nemusime pouzivat rozliSovaci index. Je to déano tim, ze kladka je
lehkd, tudiz ma nulovy moment setrvac¢nosti a nijak neovliviiuje tah ve vlakneé.

F2 == G2+T

F2 = mgg—T

T
11. ay = g— —
mo
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Vlakno, kterym jsou zavazi spojena, méa stale stejnou délku, neprotahuje se ani nezkracuje. Zatimco jedno
zévazi se pohybuje nahoru, druhé se pohybuje stejnou rychlosti dolt. Rychlost obou téles musi byt stejné
velka, ale opacné orientovana. Musi to platit nejen pro rychlosti, ale také pro zrychleni.

II1. ay = —ay

Tim jsme ziskali soustavu tii rovnic o tfech neznamych. Muzeme postupovat naptiklad tak, ze z druhé
rovnice vyjadiime T
T = mag — maas
a dosadime do prvni rovnice
T Mag — M0y
nw=g——=9g— ————=
my my

Nyni vyuzijeme tfeti rovnici a dosadime za as. Pak jiz lze vypocitat zrychleni prvniho zavazi:

mog + moaq

ay = g—
my
mia; = M1g —Mag — Moy
ai(my +ma) = g(mg —my)
my —Mms
a, = ¢g——
mi1 + mao

Jestlize budou mit zavazi stejnou hmotnost, bude ¢itatel roven nule a zrychleni vyjde nulové. To se dalo
ocekavat, ze dvé stejna zavazi se budou pohybovat stale stejnou rychlosti nebo ztistanou v klidu. A jestlize
naptiklad za my dosadime nulu, pak a; bude rovno tithovému zrychleni. Opét to neni nic prekvapujiciho,
protoze pad nebude ni¢im brzdén.

Kdyby jedno ze zavazi bylo o deset procent t€zsi nez to druhé, napriklad my = 1,1 ms, pak jeho zrychleni
vyjde

1,1m2—m2 ]_,1—1
a; = =

= = = 0,467ms 2
N Amg+my 1,141 00ws

coz je 21 x méné nez tihové zrychleni.
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